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необходимые условия устойчивости 
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Рассмотрена гамильтонова система с малым параметром специального вида  
(основная задача динамики по терминологии А. Пуанкаре). Исследована структура 
разложения характеристических показателей периодических решений в ряды  
по целым и дробным степеням малого параметра. Получены основные члены  
в этих разложениях, найдены необходимые условия устойчивости периодических 
решений. 
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  Рассмотрим гамильтонову систему с малым параметром :  
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В системе уравнений (1) 
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Пусть F — аналитическая функция позиционных переменных ,p
угловых  канонических переменных q  и времени t  в области 
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1 ,T t mod 0 .T  Тогда функции ( , , )iF p q t  можно разложить в сходя-

щиеся ряды Фурье по кратным угловых переменных q  и ,t где 
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Уравнения (1)–(3) представляют собой важный пример систем 
дифференциальных уравнений, близких к интегрируемым, и широко 
применяются в небесной механике. Правые части уравнений (1)–(3) — 
периодические функции времени с периодом 0.T  При исследовании та-
кой системы возникает вопрос об условиях существования периодиче-
ских решений уравнений (1)–(3) с периодом ,T  равным или кратным 

0,T  хотя бы для достаточно малых значений параметра , а также об 
условиях устойчивости этих периодических решений.  

А. Пуанкаре получил достаточные условия существования пери-
одических решений уравнений (1)–(3) и необходимые условия их 
устойчивости в форме, удобной для приложения [1]. Однако во мно-
гих практических задачах классические условия Пуанкаре наруша-
ются [2–4]. Вопрос о существовании периодических решений в по-
добных случаях (в дальнейшем будем называть их особыми или вы-
рожденными) остается открытым. В работах [3, 4] для одного особо-
го, важного для приложений случая найдены новые достаточные 
условия существования периодических решений, изучена структура 
разложения характеристических показателей в ряды по целым и 
дробным степеням малого параметра   и получены алгебраические 
формулы для нахождения основных коэффициентов в разложениях 
соответствующих характеристических показателей. Сформулируем 
эти результаты в виде теорем. 

Теорема 1. Дифференциальные уравнения (1)–(3) допускают при 
малых 0   периодические решения, близкие к порождающему ре-
шению: 
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  если параметры 1 2 1 2, , ,а a    порождающего реше-

ния удовлетворяют следующим условиям: 
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Характеристические показатели этих периодических решений 
будут двух типов (считаем, что уравнения, определяющие основные 
коэффициенты в разложениях характеристических показателей, име-
ют простые корни).  

Первый тип характеристических показателей (2 l  значений) рас-

кладывается в ряды по степеням :  
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Второй тип характеристических показателей (2( N l ) значений) 
раскладывается в ряды по степеням :  
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Основные коэффициенты в соответствующих разложениях находятся 
из выражений 
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В выражениях (11), (12) и далее в тексте 1NE  — единичная мат-

рица соответствующего размера; 1F  — функция 1F , усредненная по 

периоду 12π ,NT k    вдоль семейства 
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 Совокупность условий (5)–(8) определяет достаточное условие 
существования голоморфных по   изолированных периодических 
решений системы (1)–(3), близких к порождающему решению (4). 

При исследовании периодических решений в ряде прикладных 
задач возникает следующая особенность [5] для определенных соиз-
меримостей невозмущенных значений частот (5), функция 1F  не 

зависит от порождающих значений угловых переменных ,      и 
медленных позиционных переменных ,J  или зависит лишь от части 
этих переменных, т. е. 
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Условия (8) в выражениях (15) и (16)  заведомо нарушаются.  
В работах [3, 4] для этих случаев найдены новые достаточные усло-
вия существования периодических решений, изучена структура раз-
ложения характеристических показателей в ряды по целым и дроб-
ным степеням малого параметра   и получены алгебраические фор-
мулы для нахождения основных коэффициентов в разложениях соот-
ветствующих характеристических показателей. Сформулируем эти 
результаты в виде соответствующих теорем. 

Теорема 2. Дифференциальные уравнения (1)–(3) допускают при 
малых 0   периодические решения, близкие к порождающему реше-

нию (4), если параметры 1 2 1 2, , ,а a    порождающего решения будут 
удовлетворять условиям (5) и (7), а также следующим условиям: 
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Характеристические показатели исследуемых периодических ре-
шений будут раскладываться в ряды по целым степеням малого па-
раметра   (считаем, что уравнения, определяющие основные коэф-
фициенты в разложениях характеристических показателей имеют 
простые корни) и образуют два типа показателей. Для первого типа 
характеристических показателей i  ( 1, ..., 2i l ) разложения в ряд 
начинаются с членов первого порядка, а для второго типа характери-
стических показателей i  ( 1, ..., 2( )i N l  ) — с членов второго по-
рядка, т. е. 

 (0) (1) 2 (2) 3... ;i i i i           (20)  
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Основные коэффициенты в соответствующих разложениях нахо-
дят из уравнений 
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Для периодических функций  (0)
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щая периодической функции f  (см. (14)), а f  — ее чисто периоди-
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Для выражения (16) сформулируем достаточное условие суще-
ствования периодических решений и соответствующие результаты по 
устойчивости этих решений в виде теоремы. 

Теорема 3. Пусть порождающее семейство периодических решений 
таково, что для усредненной по периоду вдоль этого семейства функции 

1F  выполняется условие (16). Тогда система (1)–(3) будет допускать 
изолированное, голоморфное по ,  периодическое, с периодом Т реше-
ние, обращающее при 0   в порождающее решение (4), если парамет-
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ры 1 2 1 2, , ,а a    порождающего решения будут удовлетворять услови-
ям (5) и (7), а также следующим условиям: 

 1
т
11

0;
F




 1
т
21

0;
F




 1
т
21

0;
F

a





  (25) 

 2
2 т

12

0;I
F

  


 2
2 т

22

0;J
F

  


 2
2 т

22

0;
F

a



  


  (26) 

 

2 2 2
1 1 1
т т т

11 11 21 11 21 11

2 2 2
1 1 1
т т т

11 21 21 21 21 21

2 2 2
1 1 1
т т т

11 21 21 21 21 21

det 0;

F F F

a

F F F

a

F F F

a a a a

   
 
      

     
      
 
   

       

 (27) 

2 2 2
2 2 2 2 2 2

т т т
12 22 2212 12 22 12 22 12

2 2 2
2 2 2 2 2 2

т т т
12 22 2212 22 22 22 22 22

2 2 2
2 2 22 2 2

т т
12 22 2212 22 22 22 2

  

det   

 

I I I

J J J

F F F

a a

F F F

a a

F F F

aa a a

  

        
  

       

        
  

       

       
  

       т
2 22

0.

a

 
 
 
 
  
 
 
 
  

(28) 

Характеристические показатели периодических решений, опре-
деляемых условиями существования (5), (7), (25)–(28), образуют (при 

1 3)S S четыре группы: 22S  характеристических показателя (первая 

группа) раскладываются в ряды по степеням ,  а остальные (три 

группы) — по целым степеням малого параметра ,  причем разло-
жения показателей четвертой группы начинаются с членов порядка 

2,  а именно: 

 (0) (1) (2) ...             (29) 

22S  значений, 

 (0) (1) 2 (2) 3 ...            (30) 

12S  значений, 

 (0) (1) 2 (2) 3 ...            (31) 
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22( )l S  значений, 

 (0) 2 (1) 3 (2) 4 ...            (32) 

22( )N l S   значений. 
В формулах (29)–(32) , , ,     — векторы-столбцы соответ-

ствующей размерности, например  
2

т
1 2 2, , ..., ,S      1 2 3, ,S S S  —  

размерности переменных ,  ,  ,J    входящих в 1F   1 3 ,S S  а ко-

эффициенты (0), (0) , (0) , (0)  являются решениями следующих ал-
гебраических уравнений:  

   
2

22
12 0

т т
1 1 11 11

det 0;S
FF

E
a a

   
            

 (33) 

 
1

1

2 2 2
1 1 1
т т т

11 11 21 11 21 11

2 2 2
1 1 1
т т т

11 21 21 21 21 21

2 2 2
1 1 1
т т т

11 21 21 21 21 21

det 0;S

S

F F F

a

F F F
E

a

F F F
E

a a a a

  

     

  
 

     

  
 

     

  (34) 

 
2

2

2
2 2

т
12 12 12

2
0
т

1 1

   0       

det 0;
0

     

I
l S

l S

F
E

F
Ea a





  
 

  



 

  (35) 

 
1

1

2 2
I2 2 I2 2

11 т т
22 2222 12 22 12

2
J2 2

21 23т
22 22 22

2
2 2

31 32 т
22 22 22

  

det E 0;

E

N l S

N l S

F F
A

a a

F
A A

F
A A

a a a

 


 

     
 

    

  
  

  

  
 

  

  (36) 
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2 2
2 2 2 2

11 21т т
12 1212 12 12 22

2 2
2 22 2

31 32т т
12 2212 22 22 22

2
2 2

23 т
22 22 22

; ;

; ;  

.

I J

J

F F
A A

F F
A A

a a

F
A

a a

 

     
   

    

    
   

    

  
 

  

  (37) 

Здесь введены обозначения, аналогичные обозначениям (24), а именно: 
 

0 1 0 2

0 1 0 2

2
т
0 , ,

,

;I

I a J a

V
Wdt


 

   

 
 

   
   


     

0 1 0 2

0 1 0 2

2
т

, ,0
,

;J

I a J a

V
Wdt


 

   

 
 

   
  


   

 

0 1 0 2

0 1 0 2

2
т

, ,0
,

.

I a J a

V
Wdt

J




 
   

 
      


    (38) 

В формулах (25)–(33) 21 22 11 12 21 22,  ,  ,  ,  ,  a a      — порождаю-

щие значения групп переменных ,  ,  ,  ,  ,  J J
   

     соответственно, 
в формуле (29) 1a  — порождающие значения канонических перемен-

ных, сопряженных переменным .

  Отметим, что случай кратных 

корней уравнений (33)–(36) исключен при рассмотрении структуры 
разложения характеристических показателей. 

Как известно [1–3, 5, 6], устойчивость периодических решений 
системы (1) с гамильтонианом (2) существует лишь по первому при-
ближению. Поскольку характеристическое уравнение возвратное, то 
можно найти лишь неустойчивые периодические решения, а вопрос 
об устойчивости остается, вообще говоря, открытым. Можно дать 
лишь необходимые условия устойчивости: характеристические пока-
затели не должны иметь действительную часть, т. е. характеристиче-
ские показатели должны быть чисто мнимыми. 

Тогда из формул (29)–(32) (а также (9), (10) и (20), (21)) получаем 
необходимые условия устойчивости исследуемых периодических 
решений: 

  2(0) 0;i    (39) 
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  2(0) 0;i    (40) 

  2(0) 0;i   (41) 

  2(0) 0.i    (42) 

Отметим, что в (40)–(42) устойчивость (по первому приближе-
нию) не зависит от знака малого параметра.  
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Characteristic exponents of periodic solutions of Hamiltonian 
systems and the necessary conditions of stability 

© A.A. Pankratov 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The article considers Hamiltonian system with a small parameter (the main task of the 
dynamics in the terminology of Poincare). The structure of the decomposition of the 
characteristic exponents of periodic solutions in series in integer and fractional powers 
of the small parameter was investigated. The main members in these decompositions are 
obtained, necessary stability conditions of periodic decisions were found. 
 

Keywords: Hamiltonian system, the Poincare method, periodic and quasi-periodic mo-
tions, characteristic exponents, stability. 
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