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В настоящей работе изучаются понятия областей и компактов Кара-
теодори, естественно возникающие во многих задачах теории прибли-
жений. Для обозначения этих объектов мы будем использовать общий
термин множества Каратеодори. Множества Каратеодори уже более
100 лет активно изучаются и используются в комплексном анализе
и теории приближений. Однако ряд интересных и важных свойств
таких множеств был установлен сравнительно недавно (см., в частно-
сти, теоремы 1 и 2). Еще один результат (теорема 3) анонсируется и
обсуждается в настоящей работе.

Всюду в дальнейшем будут использоваться следующие обозначе-
ния. Если E — произвольное множество в C, то E — его замыкание,
∂E — его граница, а E◦ — совокупность всех внутренних точек мно-
жества E. Если f — определенная на E комплекснозначная функция,
то ‖f‖E = supz∈E |f(z)|, причем, при E = C индекс E опускается.
Скажем, что ограниченное множество E ⊂ C не разделяет плоскость,
если множество C\E связно. Обозначим символом D единичный круг
{z ∈ C : |z| < 1}, а символом T — единичную окружность.

Множества Каратеодори: определения и простые примеры.
Пусть X — компактное подмножество комплексной плоскости C, а
X̂ — это объединение X и всех ограниченных (связных) компонент
множества C \ X . В случае, когда U — ограниченное открытое

множество в C положим Û := Û , а U∗ := Û◦. Кроме того, для ограни-
ченной области Ω в C обозначим через Ω∞ неограниченную (связную)
компоненту множества C \ Ω.

Так как X̂ = {z ∈ C : |p(z)| ≤ ‖p‖X для любого многочлена p
комплексного переменного}, то множество X̂ часто называют полино-
миально выпуклой оболочкой компакта X . Легко видеть, что свойство
X = X̂ (которое естественно назвать свойством полиномиальной вы-
пуклости компактаX) эквивалентно тому, что множество C\X связно.

Определение. Ограниченная область Ω в C называется областью
Каратеодори, если ∂Ω = ∂Ω∞. Компакт X ⊂ C называется компак-
том Каратеодори, если ∂X = ∂X̂ .
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Замечание 1. В 1912–1913 гг. К. Каратеодори опубликовал серию
из трех фундаментальных работ [1–3] о свойствах конформных ото-
бражений. В этих работах, в частности, доказаны классические тео-
ремы Каратеодори о сходимости к ядру и о продолжении (см. ниже).
В последней из этих работ и возникло (сформулированное в несколь-
ко иных терминах) понятие области Каратеодори. В приведенном виде
определение областей Каратеодори можно найти, например, в [4, гл. 5,
раздел 4.8] или в [5, гл. 2, §8]. Понятие компакта Каратеодори можно
найти в [6, гл. 1, §3] или в [8] (где для таких компактов использован
термин сбалансированное компактное множество).

Ясно, что областью Каратеодори будет, в частности, любая жорда-
нова область, а область D \ [0, 1) не является областью Каратеодори.

Несколько более интересный пример области Каратеодори можно
получить рассмотрев так называемый рог изобилия, т.е. область G,
ограниченную двумя спиралями z = (1 + e−θ)eiθ и z = (1 + 2e−θ)eiθ,
θ ∈ [0,+∞), а также отрезком [2, 3] вещественной оси. При этом
G∗ = G ∪ D, а множество C \ G состоит из двух компонент — из
единичного круга D и из области G∞.

Непосредственно из определения области Каратеодори вытекает,
что если Ω — область Каратеодори, то Ω — односвязная область и
Ω = (Ω)◦.

Нетрудно также проверить, что односвязная область Ω такая, что ее
замыкание Ω не разделяет плоскость, является областью Каратеодори
в том и только том случае, когда Ω = (Ω)◦.

В работе [8] доказано следующее свойство областей Каратеодори:
если Ω — область Каратеодори, Ω не разделяет плоскость, а f : Ω→ C
— непрерывное инъективное отображение, то f(Ω) — область Кара-
теодори, а множество f(Ω) не разделяет плоскость. При этом усло-
вие связности множества C \ Ω нельзя отбросить, так как образ рога
изобилия G при отображении z 7→ 1/z (так называемая “внутренняя
змейка”) очевидно не является областью Каратеодори.

Множества Каратеодори в теории приближений. Обозначим че-
рез Hol(U) и Harm(U) — пространства всех голоморфных и гармо-
нических на открытом множестве U ⊂ C функций, а через H∞(U) —
пространство всех голоморфных ограниченных на U функций. Пусть
P и PΔ — пространства всех многочленов комплексного переменного
и всех гармонических многочленов соответственно, а R — простран-
ство всех рациональных функций комплексного переменного. Если
X — компакт в C, то R(X) = {g ∈ R : все полюса g расположены
вне X}.

Через C (X) обозначим пространство всех непрерывных на ком-
пакте X ⊂ C комплекснозначных функций с равномерной нормой и
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определим пространства P(X), R(X) и PΔ(X) как C (X)-замыкания
подпространств {p|X : p ∈ P}, {g|X : g ∈ R(X)} и {p|X : p ∈ PΔ} со-
ответственно, таким образом, P(X), R(X) и PΔ(X) — это в точности
пространства функций, допускающих равномерную аппроксимацию
наX многочленами комплексного переменного, рациональными функ-
циями с полюсами вне X и гармоническими многочленами соответ-
ственно. Легко видеть, что P(X) ⊂ R(X) ⊂ A(X) := C (X)∩Hol(X◦)
и PΔ(X) ⊂ AΔ(X) := C (X) ∩ Harm(X◦).

Приведем формулировки ряда классических и недавних результа-
тов теории приближений, в которых естественно возникают понятия
полиномиально выпуклой оболочки и множеств Каратеодори.

1. Теорема С. Н. Мергеляна [8] утверждает, что P(X) = A(X) если
и только если X = X̂ (т.е. множество C \X связно).

2. Пусть p ≥ 1, а X — компакт в C. Положим

Lpa(X) =





f :

∫∫

X

|f(z)|p dxdy <∞, f ∈ Hol(X◦)





.

В работе С. О. Синаняна [9] установлено, что если X — компакт Кара-
теодори, то многочлены комплексного переменного плотны в Lpa(X).

3. Пусть U — ограниченное открытое множество в C, а f — про-
извольная функция класса H∞(U). В силу [10, гл. 6, теорема 5.1],
последовательность (pn)∞n=1 ⊂ P , для которой supn ‖pn‖U < ∞ и
pn(z) → f(z) для всех z ∈ U существует в том и только том слу-
чае, когда функция f продолжается до функции класса H∞(U∗). Этот
результат был доказан О. Дж. Фаррелом [11] в случае, когда множество
U∗ связно, и Л. А. Рубелем и А. Л. Шилдсом [12] в общем случае.

4. Пусть X — компакт в C. Напомним, что каждая функция
g ∈ C (∂X̂) может быть единственным образом продолжена до функ-
ции g̃, гармонической на X̂◦. В самом деле, каждая компонента
внутренности X̂◦ компакта X̂ односвязна, а всякая ограниченная
односвязная область в C регулярна относительно задачи Дирихле
(для гармонических функций). Остается заметить, что непрерывность
функции g̃ на X̂ вытекает, например, из [13, лемма 3.2].

Имеет место критерий Дж. Уолша–А. Лебега равномерной прибли-
жаемости функций гармоническими многочленами на плоских ком-
пактах [14] и [10, гл. 2, теорема 3.3]), который мы приведем в том
виде, в котором он сформулирован в [13, раздел 1]:

а) функция f ∈ C (X) принадлежит пространству PΔ(X) тогда и
только тогда, когда

(
f|∂X̂

)
∼ = f на X;

б) равенство PΔ(X) = AΔ(X) если и только если X является
компактом Каратеодори.
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5. Пусть L — произвольный сильно эллиптический дифференци-
альный оператор второго порядка с постоянными комплексными ко-
эффициентами. Как показано А. Б. Зайцевым [15, следствие 2], если
X — компакт Каратеодори, то для всякой функции f ∈ C (X), удовле-
творяющей уравнению Lf = 0 на X◦, и для любого ε > 0 найдется
такой (комплекснозначный) многочлен p (от двух вещественных пере-
менных), что Lp ≡ 0, а ‖f − p‖X < ε.

Таким образом, условие, возникающее в теореме Уолша–Лебега
оказывается достаточным и в случае приближения функций полино-
миальными решениями общих сильно эллиптических уравнений вто-
рого порядка. Необходимость этого условия в рассматриваемом случае
не доказана, это составляет известную открытую проблему [16, §4]).

Области Каратеодори и конформные отображения. Для обла-
стей Каратеодори рассмотрим следующий вопрос. Пусть Ω — ограни-
ченная односвязная область в комплексной плоскости C, пусть ϕ —
некоторое фиксированное конформное отображение единичного круга
D на Ω, а ψ — соответствующее обратное отображение; что можно
утверждать о возможности продолжения функции ϕ в D и, соответ-
ственно, о возможности продолжения функции ψ в Ω? Здесь и далее
продолжение функции ϕ в D мы будем обозначать (если оно суще-
ствует) тем же символом ϕ, а продолжение функции ψ в Ω (также в
случае, когда оно существует) — символом ψ.

Классическая теорема Каратеодори дает ответ на оба поставлен-
ных вопроса в случае, когда Ω — жорданова область. Согласно этой
теореме ϕ продолжается до гомеоморфизма D на Ω если и только если
Ω — жорданова область. Если же нас будет интересовать только во-
прос о возможности непрерывного (не обязательно гомеоморфного)
продолжения, то ответ также хорошо известен: ϕ непрерывно про-
должается в D если и только если множество ∂Ω является локально
связным.

В общем случае, в силу теоремы Каратеодори о простых концах,
ϕ продолжается до гомеоморфизма D на объединение Ω и множества
простых концов Ω, однако это объединение может существенно отли-
чаться от Ω в любом разумном геометрическом и/или топологическом
смысле.

Из классической теоремы Фату вытекает, что для почти всех то-
чек ξ ∈ T функция ϕ имеет конечные угловые предельные значения
ϕ(ξ). Множество всех точек ξ ∈ T, для которых ϕ(ξ) существуют,
обозначим символом F(ϕ). Это множество называется множеством
Фату функции ϕ. Известно, что множество F(ϕ) — это борелевское
множество ([17, предложение 6.5]).

Определим множество

∂aΩ := {ϕ(ξ) : ξ ∈ F(ϕ)}.
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Из [17, предложения 2.14 и 2.17] вытекает, что множество ∂aΩ со-
стоит из всех тех точек границы ∂Ω области Ω, которые являются
достижимыми из Ω посредством некоторой кривой. Следовательно,
∂aΩ зависит от Ω, но не от выбора конкретного конформного отобра-
жения ϕ. Можно также показать ([18, раздел 2]), что множество ∂aΩ
является борелевским.

Определение. Множество ∂aΩ называется достижимой частью
границы области Ω. Область Ω называется областью с достижимой
границей, если ∂Ω = ∂aΩ.

Пусть Ω — область Каратеодори в C. Нам потребуется следую-
щая дополнительная конструкция. Предположим, что ϕ выбрано так,
чтобы ϕ(0) = z0 ∈ Ω, а ϕ′(0) > 0. Рассмотрим последовательность(
Γm
)
∞
m=1 спрямляемых контуров таких, что Ω ⊂ D(Γm) ⊂ D(Γm−1) и

Γm стремится к ∂Ω при m → ∞. Для построения такой последова-
тельности рассмотрим конформное отображение h круга D на Ω∞ с
условием h(0) = ∞ и положим Γm := h

(
{t : |t| = 1 − (m + 1)−1}

)
.

Пусть
(
ϕm
)
∞
m=1 — последовательность конформных отображений кру-

га D на D(Γm), нормированных условием ϕm(0) = z0 и ϕ′m(0) > 0. Так
как области D(Γm) — жордановы, то все функции ϕm продолжаются
до соответствующих гомеоморфизмов D на D(Γm).

В силу теоремы Каратеодори о сходимости к ядру последователь-
ность (ϕm) локально равномерно в D сходится к ϕ, а соответствующая
последовательность (ϕ−1m ) обратных отображений локально равномер-
но в Ω сходится к ψ = ϕ−1 (под локально равномерной сходимостью
в области G понимается равномерная сходимость на компактных под-
множествах G). Имеет место следующий результат ([18, предложе-
ние 1, теорема 1]):

Теорема 1. Пусть Ω — область Каратеодори в C, а функции ϕ, ψ
и последовательности

(
Γm
)
∞
m=1 и

(
ϕm
)
∞
m=1 такие, как указано выше.

1. Для любой точки ζ ∈ ∂aΩ существует единственная точка
ξ(ζ) ∈ F (ϕ) ⊂ T такая, что ζ = ϕ(ξ).
При ζ ∈ ∂aΩ обозначим ψ(ζ) = ϕ−1(ζ) := ξ(ζ).

2. ϕ−1m (ζ)→ ϕ−1(ζ), m→∞, для любой точки ζ ∈ ∂aΩ.
3. |ϕ−1m (z)| → 1, m → ∞, равномерно при z ∈ G, для любой огра-

ниченной связной компоненты G множества C \ Ω.
Таким образом, теорема 1 уточняет классическую теорему Карате-

одори о сходимости к ядру в случае, когда предельная область является
областью Каратеодори.

Из теоремы 1 непосредственно вытекает следующее утверждение,
которое может рассматриваться как обобщение теоремы Каратеодори
о продолжении.

Следствие 1. Пусть Ω — область Каратеодори в C, а функции
ϕ, ψ и последовательности

(
Γm
)
∞
m=1 и

(
ϕm
)
∞
m=1 такие, как указано

выше.
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1. Функции ϕ и ψ продолжаются до борелевских функций (обозна-
чаемых также символами ϕ и ψ) на D ∪ F (ϕ) и на Ω ∪ ∂aΩ
соответственно, причем ψ(ϕ(ξ)) = ξ и ϕ(ψ(ζ)) = ζ для любых
ξ ∈ F (ϕ) и ζ ∈ ∂aΩ соответственно.

2. Если Ω — область Каратеодори с достижимой границей, то
функция ϕ−1 принадлежит к первому классу Бэра в Ω.

В связи с последним утверждением заметим, что существуют обла-
сти Каратеодори с достижимой границей, не являющиеся жордановы-
ми областями. Такой областью будет, например,

D \
∞⋃

n=1

{
z : (2n+ 1)−1 ≤ Re z ≤ (2n)−1, Im z ≥ 0

}
.

Интересно отметить, что любая область Каратеодори с достижи-
мой границей обладает тем свойством, что множество C \ Ω является
связным ([18, следствие 2]).

О мерах, ортогональных к рациональным функциям. В даль-
нейшем под мерой понимается конечная комплекснозначная борелев-
ская мера в C; мера μ называется ортогональной к некоторому классу
функций F, если она ортогональна всем функциям этого класса, т.е.
если

∫
f(z) dμ(z) = 0 для любой функции f ∈ F. Соответствующий

факт записывается как μ ⊥ F.
Кроме того, под контуром понимается замкнутая жорданова кри-

вая в C (не обязательно спрямляемая). Если Γ — контур, то D(Γ ) —
область, им ограниченная.

Пусть, как и раньше, Ω — область Каратеодори в C, пусть ϕ —
конформное отображение круга D на Ω такое, что ϕ(0) = z0 ∈ Ω, а
ψ — соответствующее обратное отображение. Будем считать, что ϕ и
ψ продолжены по теореме 1 до борелевских функций на D ∪ F(ϕ) и
Ω ∪ ∂aΩ.

Пусть v ∈ L1(T) (пространство Лебега L1(T) рассматривается от-
носительно нормированной меры Лебега |dξ|/2π на T). Обозначим
через v dξ меру на T, действующую (как функционал на пространстве
C (T)) по формуле v dξ(f) =

∫
T f(ξ)v(ξ) dξ. Для меры ν := v dξ опреде-

лим меру ϕ(ν) на ∂Ω следующим образом: ϕ(ν)(E) := ν(ψ(E ∩ ∂aΩ))
для любого борелевского множества E ⊂ ∂Ω. Отметим, что для любой
функции g ∈ C (∂Ω) имеют место равенства

∫
g(ζ) dϕ(ν)(ζ) =

∫

F(ϕ)
g(ϕ(ξ))v(ξ) dξ =

∫

T
g(ϕ(ξ))v(ξ) dξ. (1)

Определим теперь меру ω0 на ∂Ω равенством ω0 := ϕ(|dξ|/2π), а
меру ω — равенством ω := ϕ(dξ). При этом меры ω0 и ω сосредоточены
на ∂aΩ и не имеют атомов. Далее, из утверждения (3) теоремы 1 и из
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(1) следует, что для любой функции v ∈ L1(T) имеют место равенства

ϕ(v dξ) = (v ◦ ψ)ω = (v0 ◦ ψ)ω0,

где v0(ξ) = 2πiξv(ξ). Кроме того, |ω| = 2πω0.
Уточним природу меры ω0. Во первых, как показано в [18, раз-

дел 2], для любого борелевского множества E ⊂ ∂Ω имеет место
равенство ω0(E) = ω(z0, E,Ω), где через ω(z0, E,Ω) обозначается гар-
моническая мера множества E, вычисленная относительно области Ω
и точки z0. Как показано в [19, раздел 3.6], мера ω0 является предста-
вляющей мерой для функционала g 7→ g̃(z0) в пространстве C (∂Ω)
(где, как и раньше, g̃ — это такая гармоническая в области Ω и непре-
рывная в Ω функция, что g̃|∂Ω = g), т.е.

∫
g(ζ) dω0(ζ) = g̃(z0).

В теории приближений аналитическими функциями весьма эффек-
тивно применяются двойственные методы, основанные на изучении
мер, ортогональных к многочленами или к рациональным функциям
на компактах различной природы.

Пусть μ̂ — это преобразование Коши меры μ, т.е.

μ̂(z) :=
1

2πi

∫
dμ(ζ)

ζ − z
.

В [18, теорема 2 и предложение 3] доказано, что имеет место сле-
дующий результат (символом μ|E обозначается сужение меры μ на
множество E):

Теорема 2.
1. Пусть Ω — область Каратеодори и пусть ϕ, ψ, ω0 — таковы,

как указано выше.

Пусть K ⊂ Ω — компакт, а μ — мера на K ∪∂Ω, ортогональная
пространству R(Ω). Тогда найдется функция h ∈ H 1 (класс
Харди в круге D) такая, что

μ = μ|K +
(
ψ̂(μ|K) ◦ ψ

)
ω + (h ◦ ψ)ω. (2)

2. Пусть X — компакт Каратеодори такой, что X◦ 6= ∅. Тогда
любая ортогональная к R(X) мера μ на ∂X представляется в
виде

μ =
∑

μΩ, μΩ = μ|∂Ω ⊥ R(Ω),

где сумма берется по всем связным компонентам Ω множества
X◦, а ряд сходится по норме в пространстве мер на ∂X .

Замечание 2. В связи с теоремой (2) необходимо отметить важные
работы Э. Бишопа [20] и [23]. Так, в [23] было доказано утверждение
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(1) теоремы 2 в случае, когда μ — мера на ∂Ω. В этом случае μ|K = 0
и равенство (2) превращается в

μ = (h ◦ ψ)ω0, (3)

где h такая функция класса H 1, что h(0) = 0. Заметим также, что если
Ω — это область Каратеодори такая, что множество C \ Ω связно, то
формула (3) дает общий вид меры на ∂Ω, ортогональной к простран-
ству P .

Результат утверждения (2) теоремы 2 (за исключением важного об-
стоятельства μΩ = μ|∂Ω) был (в неявной форме) получен в работе [20].
В работе [18] приведено существенно более простое доказательство
этого результата и дополнительно установлено, что μΩ = μ|∂Ω.

Равенство 3 означает, что если Ω — это область Каратеодори такая,
что C \ Ω связно, то любая мера на ∂Ω, ортогональная всем мно-
гочленами комплексного переменного, будет абсолютно непрерывной
относительно гармонической меры на ∂Ω (вычисленной относитель-
но Ω и любой точки z ∈ Ω). Интересно отметить, что имеет место
следующее несложное обращение этого факта (см., например, [21,
предложение 1]):

Предложение 1. Пусть Ω — ограниченная односвязная область в
C и пусть a ∈ Ω. Если любая мера μ на ∂Ω с условием μ ⊥ P является
абсолютно непрерывной относительно гармонической меры ω(a, ∙,Ω),
то Ω является областью Каратеодори, а множество C \ Ω связно.

Компакты Каратеодори и теорема Вермера о максимальности.
Пусть X — компакт в C. Напомним, что замкнутая подалгебра A ал-
гебры C (X) называется максимальной, если для любой замкнутой
подалгебры B алгебры C (K) такой, что B ⊇ A выполняется одно из
двух условий: A = B или B = C (X).

Изучение вопроса о максимальности алгебры P(X) для различных
компактов X в C восходит к Дж. Вермеру, который доказал [22], что
алгебра P(D)|T является максимальной в C (T). Позже Э. Бишоп [23,
теорема 6] показал, что P(X)|∂X является максимальной подалгеброй
алгебры C (∂X) коль скоро компакт X имеет связное дополнение и
связную внутренность (см. также [24, теорема 25.12]).

Оказывается, что имеет место следующее, интересное и полезное
свойство компактов Каратеодори, недавно полученное Дж. Дж. Кар-
моной (Автономный университет Барселоны, Испания) и автором:

Теорема 3. Пусть X — компакт в C. Если алгебра P(X) является
максимальной подалгеброй алгебры C (X), то X является компактом
Каратеодори, а X◦ = ∅. Если, более того, X = ∂Ω, где Ω — это огра-
ниченное открытое множество в C, причем Ω 6= ∅, то множества
Ω и Ω не разделяют плоскость.
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В случае, когда Ω — это область Каратеодори, а множество Ω не
разделяет плоскость, то множество Ω также не разделяет плоскость.
Однако ясно, что свойства связности множеств C \ Ω и C \ Ω в об-
щем случае независимы, так как все четыре возможных случая реали-
зуются.

Из теоремы 3 и из цитированных результатов Вермера и Бишопа
вытекает следующее утверждение:

Следствие 2. Если Ω 6= ∅ — ограниченная область, то P(∂Ω)
является максимальной подалгеброй алгебры C (∂Ω) если и только
если Ω — это область Каратеодори, а Ω не разделяет плоскость.

Отметим, что более слабый вариант следствия 2 был получен ранее
в [7, теорема 17] (область Ω там изначально предполагается односвяз-
ной).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проекты 12-01-00434-а и 10-01-00837-а).
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