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Согласно модели абсолютно упругого удара Герца, контактная сила взаимодействия 
тел зависит от деформации так же, как и в статике. К.Х. Хант и Ф. Кроссли пред-
положили, что при ударе возникает не только упругая сила, но и вязкое трение между 
частицами соударяющихся тел, при этом коэффициент восстановления монотонно 
убывает с ростом скорости соударения. Рассмотрена нелинейная упругопластиче-
ская модель коллинеарного удара тела о неподвижное препятствие, построенная на 
основе моделей удара Герца и Ханта — Кроссли, в которой предполагается, что тре-
ние между частицами соударяющихся тел является не вязким, а сухим. Получены пер-
вые интегралы уравнений движения в фазах деформации и восстановления. Определен 
коэффициент восстановления и его зависимость от постоянной трения. Получено 
решение уравнения движение тела в квадратурах. Приведены результаты матема-
тического моделирования. В рассматриваемой модели возможен абсолютно неупру-
гий удар, а при упругом ударе коэффициент восстановления не зависит от скорости 
соударения. 
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Введение. В настоящей работе рассмотрен наиболее простой 

случай задачи об ударе тела о неподвижную поверхность (препят-
ствие) при предположении, что до удара и после него тело движется 
поступательно вдоль одной и той же оси. Форма тела и препятствия 
могут быть различными, но при этом ударные силы их взаимодей-
ствия сводятся к равнодействующей, направленной вдоль этой оси, 
линия действия которой проходит через центр масс тела. Предпола-
гается, что ударные силы взаимодействия существенно больше 
остальных сил, действием которых можно пренебречь [1–10]. Задача 
о коллинеарном соударении двух тел решается аналогично [1, 3]. 

Коэффициентом восстановления при ударе называется отноше-
ние модулей скоростей тела после  V   и до V  удара [1–9]: 

 .
V V

k
V V

 

      (1) 

Наиболее точная модель удара связана с исследованием динамики 
движения вязкоупругопластичных деформируемых тел [1–3], достаточ-
но сложна и требует большого объема численных расчетов [1–3]. 

В волновой теории удара [1–3] тела являются упругими, остаточ-
ная деформация тел отсутствует. Потеря энергии при ударе обуслов-
лена возникающими при ударе упругими звуковыми волнами рас-
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пространения деформации. Скорость распространения этих волн 
равна скорости звука и зависит от свойств материала. В инженерной 
практике волновая теория используется для расчета удара стержней о 
препятствие. 

Если время прохождения упругих волн через все тело меньше 
продолжительности удара и происходит несколько отражений волн 
за время удара, то влиянием упругих волн можно пренебречь [1–4]. 
На таких предположениях строится контактная теория удара Герца, 
согласно которой упругая сила контактного взаимодействия тел при 
ударе зависит от деформации x  так же, как и в случае статического 
равновесия [1–5]. Г. Герц показал, что если тело и препятствие в 
окрестности точки соприкосновения имеют сферическую поверх-
ность и их деформации малы по сравнению с их радиусами, то с уче-
том увеличения пятна контакта с ростом деформации x  сила упруго-
го взаимодействия  

3/2( ) ,F x cx    

где c  — константа, значение которой определяется радиусами этих 
сферических поверхностей и материалом, из которого изготовлены 
тела. Г. Герц рассмотрел абсолютно упругий удар [4–5]. Уравнение 
движение тела в этом случае имеет интеграл энергии и интегрируется 
в квадратурах, т. е. его решение сводится к вычислению определен-
ного интеграла. Полученные при этом результаты хорошо согласу-
ются с экспериментальными данными [1]. 

К. Хант и Ф. Кроссли [6] обобщили модель удара Герца, ввели в 
нее силу вязкого трения между частицами соударяющихся тел. Пред-
положим, что при увеличении пятна контакта сила вязкого трения 
растет пропорционально упругой силе взаимодействия тел. Тогда 
контактная сила взаимодействия тела и препятствия определяется 
соотношением 

( , ) .n nF F x x cx bcx x       

Здесь c  — коэффициент упругости; b  — постоянная сопротивления; 
n  — постоянная, которая определяется формами поверхности тела и 
препятствия в окрестности точки соприкосновения; x  — перемеще-
ние тела (деформация), 0.x   В частности, для сферической поверх-
ности тел 3 / 2,n   для плоской поверхности 1.n   В работе [6] пока-
зано, что коэффициент восстановления является монотонно убываю-
щей функцией скорости соударения. При малых скоростях соударе-
ния V   коэффициент восстановления линейно зависит от :V   

2
1 .

3
k bV     
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При исследовании этой модели удара проводилось численное инте-
грирование нелинейного уравнения движения тела в процессе удара. 

Модель удара Ханта — Кроссли является развитием модели Герца 
в случае, когда тело и препятствие подчиняются законам вязкоупруго-
го деформирования. Модель построена при предположении, что де-
формации при ударе малы, можно пренебречь волновыми процессами 
и остаточной деформацией. Эти предположения обусловливают огра-
ничения на скорость соударения, используемые материалы, форму и 
размеры тела. Рассматриваемая модель справедлива для компактных 
тел, изготовленных из достаточно жесткого материала, при относи-
тельно небольших (до нескольких метров в секунду) скоростях соуда-
рения. К недостаткам этой модели можно отнести невозможность  
абсолютно неупругого удара и стремление коэффициента восстанов-
ления к единице при стремлении скорости соударения к нулю незави-
симо от материала, из которого изготовлены тела. 

Эту модель можно обобщить [8–9], приняв 

( , ) ( ) ( ) ,F F x x f x bf x x       

где ( )f x  — упругая сила взаимодействия тел при ударе, причем 
(0) 0f   и ( )f x  является возрастающей функцией при 0.x   
В работах [8–9] получен первый интеграл уравнений движения 

тела при ударе. Аналитически построена зависимость коэффициента 
восстановления и потерянной при ударе кинетической энергии от 
скорости соударения. Приведено решение уравнения движения тела в 
квадратурах. 

В настоящей работе рассмотрена нелинейная упругопластическая 
модель коллинеарного удара тела о неподвижное препятствие, по-
строенная на основе моделей удара Герца и Ханта — Кроссли. Пред-
полагается, что трение между частицами деформируемых в процессе 
удара тел является сухим. Получены первые интегралы уравнений 
движения в фазах деформации и восстановления. Определены коэф-
фициент восстановления и потерянная при ударе кинетическая энер-
гия и их зависимость от постоянной сухого трения. Получено реше-
ние уравнения движения тела в квадратурах. Приведены результаты 
математического моделирования. 

В предлагаемой модели удара возможен абсолютно неупругий 
удар, коэффициент восстановления меньше единицы и не зависит от 
скорости соударения. Последний результат не согласуется с экспе-
риментальными данными. В связи с этим в дальнейшем предполага-
ется рассмотреть вязкоупругопластическую модель удара. 

Нелинейная упругопластическая модель удара. Рассмотрим 
модель удара, аналогичную модели Ханта — Кроссли [3, 6, 8, 9], но 
предположим, что трение между частицами тела, деформируемого 
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при ударе, является сухим. Контактная сила взаимодействия тела и 
препятствия определяется соотношением 

 ( , ) ( ) ( )sgn ,F F x x f x d f x x       (2) 

где x  — перемещение тела в процессе удара (деформации); ( )f x  — 
упругая сила взаимодействия тел при ударе; d  — постоянная сухого 
трения. 

В процессе удара деформация 0,x   в начале и в конце удара 
0x  . Упругая сила взаимодействия тел при ударе равна нулю в 

начале и в конце удара: (0) 0f   и является возрастающей функцией 
деформации .x  

С учетом уравнения (2) уравнение движения тела в фазе дефор-
мации (при 0V x  ) имеет вид 

 ( , ) ( )(1 ),mx F x x f x d       (3) 

где m  — масса тела. 
В конце фазы деформации скорость движения 0.V x   Если 

постоянная сухого трения 1,d   то в конце фазы деформации тело 
останавливается. Контактная сила взаимодействия равна нулю. Удар 
является абсолютно неупругим. 

Если 1,d   то удар является упругим и в фазе восстановления 
(при 0V x  ) уравнение движения имеет вид 

 ( , ) ( )(1 ).mx F x x f x d       (4) 

Зависимость контактной силы 
от деформации в случае упругого 
удара приведена на рис. 1. 

Обозначим через ( )x  — по-
тенциальную энергию упругой 
деформации, тогда 

0

( ) ( ) ,
x

x f x dx    

в частности 
1

( )
1

ncx
x

n



 


 при 

( ) .nf x cx  
Уравнения движения (3)–(4) 

имеют первые интегралы — инте-
гралы энергии. В фазе деформации  

 2 2 2(1 ) ( )
( ) ,

d x
V V

m
  

    (5) 

Рис. 1. Зависимость контактной силы 
   от деформации при упругом ударе 
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в фазе восстановления 

 
 max2 2(1 ) ( ) ( )

,
d x x

V
m

  
   (6) 

где maxx  — максимальное перемещение тела при ударе или значение 
x  в конце фазы деформации. Значение maxx  определяется как реше-
ние уравнения max( ) 0V x  и вследствие соотношения (5) является 
решением уравнения 

 
2

max
( )

( ) .
2(1 )

m V
x

d



 


  (7) 

При ( ) nf x cx  потенциальная энергия упругой деформации 
1

( )
1

ncx
x

n



 


, а решением является 

1
2 1

max
( 1) ( )

.
2 (1 )

nn m V
x

c d

  
   

  

Первые интегралы уравнений движения (5)–(6) позволяют полу-
чить решение уравнений движения (3)–(4) в квадратурах, как реше-
ние уравнений с разделяющимися переменными ( ).x V x  В фазе де-
формации 

2
0

,
( ) 2(1 ) ( )

x
m

dx t
m V d x 

     

в фазе восстановления 

 

max

max

2
max0

,
2(1 ) ( ) ( )( ) 2(1 ) ( )

x x

x

m m
dx dx t

d x xm V d x  
         

где maxx  — является решением уравнения (7). 
Эти уравнения определяют в неявном виде закон движения тела 

при ударе. 
Коэффициент восстановления и потерянная кинетическая 

энергия. Из первых интегралов уравнений движения (5)–(6) вслед-
ствие того, что и в начале и конце удара 0,x   следует, что началь-
ная и конечная безразмерные скорости при ударе связаны соотноше-
нием 

2 2
max( ) ( ) 2 ( )

.
1 1

V V x

d d m

  
 

 
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С учетом формулы (1) коэффициент восстановления  

 
1

1

d
k

d





 . (12) 

График зависимости коэффициента восстановления от постоян-
ной сухого трения d  приведен на рис. 2. С ростом d  коэффициент 
восстановления монотонно убывает и становится равным нулю при 

1d   (т. е. удар становится абсолютно неупругим). При этом коэф-
фициент восстановления не зависит от скорости соударения, что про-
тиворечит экспериментальным данным [1, 10]. 

Рис. 2. Зависимость коэффициента восстановления k и отношения T T   
от постоянной сухого трения d  

 
Кинетическая энергия, потерянная при ударе ,T  определяется 

соотношением (2). Обозначим через T   кинетическую энергию тела 
до удара, тогда 

2 2
1

1

T d
k

dT 


  


  

и зависит только от постоянной сухого трения (см. рис. 2). 
Результаты математического моделирования. Если поверхно-

сти тела и препятствия в окрестности точки соприкосновения сфери-
ческие, то сила упругой деформации в соответствии с результатами 
[4, 5] имеет вид 3/2( ) .f x cx  Здесь 

2 2
1 2

1 2 1 2

1 3 1 1 1 1
,

4с E E R R

  
   

 
  

где 1, 2E  — модули упругости; 1,2  — коэффициенты Пуассона; 1, 2R  — 

радиусы поверхности тела и препятствия. 
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В качестве примера рассмотрим удар резинового шарика массой 
0,1m  кг о массивную бетонную плиту. Для резины плотность 

1 1 800  кг/м3, 7
1 0,8 10E    H/м2, 1 0,5;   для бетона 2E   

72750 10   Н/м2, 2 0,15,   тогда радиус шарика 1 2,367 см,R   ко-

эффициент упругости 62,1873 10с   Н/м3/2. В расчетах примем, что 
постоянная сухого трения 0,3,d   тогда коэффициент восстановле-
ния 0,73.k   

На рис. 3 приведена зависимость перемещения тела (деформа-
ции) и контактной силы взаимодействия тела и препятствия от вре-
мени при 0,5, 1, 2, 3, 4 и 5 м/с,V    на рис. 4 — зависимость макси-
мального перемещения тела (максимальной деформации) и продол-
жительности удара от скорости соударения .V   

a           б 

Рис. 3. Зависимость деформации (а) и контактной силы (б) от времени: 
1–5 — V  равна 0,5, 1, 2, 3, 4 и 5 м/c соответственно 

 

а          б 

Рис. 4. Зависимость максимальной деформации и продолжительности удара 
от скорости соударения 
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Заключение. На основе моделей удара Герца и Ханта — Кроссли 
построена нелинейная упругопластическая модель коллинеарного удара 
тела о неподвижное препятствие. Предполагается, что трение между 
частицами деформируемых в процессе удара тел является сухим. Полу-
чены первые интегралы уравнений движения в фазах деформации и 
восстановления, а также решение уравнения движения тела в процессе 
удара в квадратурах. В модели Герца удар является абсолютно упругим. 
В вязкоупругой модели Ханта  — Кроссли удар является упругим, ко-
эффициент восстановления уменьшается с ростом скорости и стремится 
к единице при уменьшении скорости соударения. В рамках построенной 
упругопластической модели удара возможны абсолютно неупругий и 
упругий удары. При упругом ударе коэффициент восстановления 
уменьшается при увеличении постоянной трения и не зависит от скоро-
сти соударения. Последнее противоречит экспериментальным данным. 
Этот недостаток позволит устранить переход к более сложной вязко-
упругопластичной модели удара, учитывающей и вязкое и сухое трение 
между частицами соударяющихся тел. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант  
№ 13–01–00655а) и гранта президента РФ для ведущих научных 
школ (НШ–4748.2012.8). 
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Nonlinear model of blow with dry friction 
© V.V. Lapshin, E.A. Yurin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
According to the Hertz model of absolutely elastic impact, the contact force of interaction of 
the bodies depends on deformation as well as it is in statics. K.H. Hunt and F.R.E. Crossley 
suggested that at collision there arises not only an elastic force, but also viscous friction be-
tween particles of the colliding bodies. Thus the restoration coefficient monotonously de-
creases with increasing impact velocity. A nonlinear elastic-plastic model of collinear impact 
of a body about a fixed obstacle is based on the Hertz and Hunt — Crossley models of impact, 
in which it is assumed that the friction between the particles of colliding bodies is not viscous, 
but dry. We obtained the first integrals of the equations of the movement in phases of defor-
mation and restoration. The coefficient of restoration and its dependence on a friction con-
stant was defined. We obtained a solution of equations of motion of the body in quadrature; 
presented the results of mathematical modeling. In the paper we show that absolutely inelastic 
impact is possible in this model, while elastic collision restitution coefficient does not depend 
on the speed of the collision. 
 
Keywords: collinear impact, the coefficient of restitution, nonlinear dynamics. 
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