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Основной задачей теории декомпозиции булевых функций являются разработка 
и исследование методов разложения произвольной булевой функции, зависящей от 
большого числа переменных, на систему функционально связанных булевых функций, 
каждая из которых зависит от меньшего числа переменных. С задачей декомпози-
ции тесно связана задача минимизации булевых функций, т. е. задача о нахождении 
такого аналитического представления функции, при котором число букв в нем ми-
нимально. Рассмотрена задача синтеза дискретных управляющих систем на основе 
формул. Разработан метод синтеза булевых формул, предназначенный для эффек-
тивного построения схем из функциональных элементов, в том числе и для схем ми-
нимальной сложности. Полученный алгоритм может быть реализован с помощью 
параллельного программирования.

Ключевые слова: булевы функции, формулы, базис Жегалкина, меры сложности, ми-
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Введение. В данной работе изучаются задачи минимальной по раз-
личным показателям сложности реализации булевых функций (БФ) 
в базисе Жегалкина (в классах формул или схем из функциональных 
элементов (ФЭ)), находящие многочисленные приложения в информа-
ционной индустрии. Проводимые исследования в области математиче-
ской кибернетики и дискретной математики показывают, что получе-
ние требуемого минимального решения по определенным показателям 
сложности неизбежно предполагает использование алгоритмов пере-
борного характера. Следствием этого является высокая трудоемкость 
получения такого решения для функций небольшой размерности. Для 
этого требуется разработка новых подходов постановки задачи и ее ре-
шения, заметно отличающихся по трудоемкости от переборных алго-
ритмов [1–4].

В ряде работ созданы теория локальных алгоритмов оптимизации, 
алгоритмов вычисления оценок, алгебраическая теория алгоритмов 
и показано, что можно даже в явном виде строить экстремальные по 
качеству алгоритмы для решения очень широких классов трудно фор-
мализуемых задач, а также разрабатываются математические и при-
кладные аспекты теории интеллектуальных систем [1, 2]. Вместе с тем 
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необходимость в информационных и вычислительных ресурсах для 
образования, науки и техники сохраняется. Следовательно, теория 
алгоритмов и их минимизация, а также методы декомпозиции, клас-
сификации, структуризации и другие, позволяющие сводить решение 
трудно формализуемых задач к решению системы взаимосвязанных 
упрощенных задач, будут востребованы. При этом повышаются тре-
бования к разработке программного обеспечения, включая и такое, ко-
торое способствует облегчению общения пользователя с компьютером 
[2, 5–7].

Актуально решение задачи оптимальности синтеза дискретных 
управляющих систем на основе модели формул. Алгоритм логиче-
ского управления для синтеза задается системой булевых функций. 
В качестве базиса применяют булевы формулы из определенных 
классов.

1. Используемые понятия. Пусть  1 2, , ..., , ...,j nX x x x x  — мно-
жество булевых переменных. Произвольная булева функция f (n)(X) за-
дается полиномом Жегалкина

 
1 2 ... ...n

i mF K K K K     

в базисе  3 &, , 0,1 ,G    где n — число переменных; m — длина по-
линома Жегалкина; Ki — монотонная элементарная конъюнкция (ЭК) 
ранга , 1, ;ir i m  r = (r1, r2, …, rm) — вектор рангов полинома Жегал-
кина; Ki′ — монотонная ЭК ранга , 1, ;ir i m   r′ — строение полинома 
Жегалкина F ′ уже упорядоченного вектора.

Полином Жегалкина F (n) задают с помощью матрицы Ki,j размером 
[m × n], представляемой в виде таблицы с числом строк (m + 1) и числом 
столбцов (n + 1). Матрицу и таблицу определяют следующим образом: 
в ячейку Ki,j пишут 1, если  ,j ix K  иначе   , 0 1, , 1, ,i jK i m j n    
где под  iK  понимают множество переменных, образующих ЭК Ki.

В столбец   1, , 1i m n   записывают ранг элементарной конъ-
юнкции Ki, вычисляемый следующим образом:

, 1 ,
1

.
n

i i n i j
j

r r K


 

В строку  1, 1,n j n   пишут pj — число повторений переменной 

, 1, ,jx j n  в формуле F (n):

1, ,
1

.
m

j m j i j
i

p p K


 
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Так получают вектор p = (p1, p2, …, pi, …, pn) повторяемости пере-
менных  1, ..., , ...,j nX x x x  из множества  в формуле F(n), т. е. пере-

менная , 1,jx j n  повторяется в формуле F (n) pi раз.

В ячейку (m + 1, n + 1) записывают 
1

m

B i
i

L r


  — число букв в фор-

муле F (n) (это вспомогательный параметр).
Для решения задачи применяют функциональное уравнение (ФУ)

       1 1
1 2 ,n n n

iF x F F    (1)

где индексы 1 и 2 — номера соответствующих остаточных функций, 
рассматриваемых на одном множестве X ′ = X \xi. Запишем их в алго-
ритме соответственно как F ′ = F (n–1),1 и F ′′ = F (n–1),2.

При записи алгоритма будем использовать дополнительные пара-
метры: t1 = 1, 2, … — начало и продолжение записи функций F ′ и F ′′, 
а также номер последней функции, записанной в табл. 1; t2 = 1, 2, … — 
начало и продолжение чтения табл. 1, а также номер последней прочи-
танной функции;  j max — номер-индекс переменной xj max с pj max.

Таблица 1

n′ или n′′ m′ или m′′ F ′ или F ′′ LF

n′ = n – 1 m′ = pj max F ′ LF = LF + 1

n′′ = n′ m′′ = m = m′ F ′′ LF = LF + 1

... … … …

2. Алгоритм. Построим алгоритм определения значения верхней 
оценки показателя сложности. Для некоторых классов функций такая 
оценка является минимальной.

Дано: n, m, F (n) — правильность формулы, при вводе проверяется.
Шаг 1. Подготовка начальных данных.
Для исходной формулы F(n) нужно заполнить матрицу Ki,j, получая 

векторы r и p, т. е. правый столбец  1, , 1 ,i m n   и нижнюю строку 

 1, 1, .m j n   Теперь выполним инициализацию: LF = 0, t1 = 0, t2 = 0.
Шаг 2. Если m = 1, то увеличиваем значение LF: LF = LF + r1 – 1. За-

тем переходим к шагу 6.
Шаг 3. Если r1 = 1, то увеличиваем значение LF: LF = LF + m – 1. За-

тем переходим к шагу 6.
Шаг 4. Найдем  max 1 2max , , ..., , ..., ,j j np p p p p где 1, ,j n  и соот-

ветствующее xjmax, равное jmax. Отметим, что в общем случае pj max ≠ jmax. 
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Шаг 5. Теперь применим ФУ (1) и определим первую остаточную 
функцию F ′ = F1. По xi в матрице K нужно выбрать номера ЭК, содер-
жащие переменную xj max, число которых равно pj max, и сложить (вирту-
ально) эти ЭК, исключая переменную xj max, по модулю 2. Фактически 
переписываем ЭК из одной матрицы в другую, сохраняя порядок и ис-
ключая переменную xj max. Получаем полином Жегалкина F ′(F1), а так-
же подсчитываем векторы r и p. После этого вычисляем n′ = n – 1 — 
число переменных полинома Жегалкина F ′, m = pj — длину полинома 
Жегалкина F ′ и увеличиваем t1: t1 = t1 + 1. В строку с номером t1 табл. 1 
запишем n′, m′, F ′.

Теперь необходимо определить вторую остаточную функцию 
F ′′ = F2 полинома Жегалкина из табл. 1. Для этого из матрицы K вы-
берем номера ЭК, не содержащие переменную xj max, и сложим (вирту-
ально) эти ЭК по модулю 2. Подсчитываем векторы r и p и получаем 
полином Жегалкина F ′′. Далее вычисляем n′′ = n′ — число переменных 
полинома Жегалкина F ′′, m′′ = m – m′ = m – pj — длину полинома Же-
галкина F ′′ и увеличиваем t1: t1 = t1 + 1. В строку с номером t1 табл. 2 
пишем n′′, m′′, F ′′.

Шаг 6. Чтение.
Вычисляем t2 = t2 + 1. И из табл. 1 считываем по адресу t2 поли-

ном F, с которым продолжим работу. Ранее в эту таблицу были за-
писаны остаточные полиномы, получившиеся при текущем проходе 
алгоритма. Таким образом, будем продолжать, пока записи в таблице 
не закончатся.

Увеличиваем значение   3, 1.n
F FL F G L 

Шаг 7. Если t2 ≤ t1, переходим к шагу 2. В ином случае завершаем 
работу алгоритма.

В результате получаем верхнюю оценку сложности (LF) заданной 
в виде полинома Жегалкина логической функции.

Каждую из записей в табл. 2 можно обрабатывать независимо друг 
от друга. Это позволяет параллельно обрабатывать несколько функ-
ций одновременно, что положительно сказывается на скорости работы 
алгоритма.

3. Примеры работы алгоритма. Разберем алгоритм на основе сле-
дующего примера:

 3
1 2 3 1 4 5.F x x x x x x  

Для начала представим данный полином в виде следующей матри-
цы (табл. 2):
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Таблица 2
x1 x2 x3 x4 x5 p

K1 1 1 1 0 0 3

K2 1 0 0 1 0 2

K3 0 0 0 0 1 1

r 2 1 1 1 1 6

Запишем получившуюся матрицу в табл. 1 и поставим начальные 
условия: t1 = 1 и t2 = 1.

Для начального прохода установим счетчик LF = 0.
Найдем переменную с максимальным рангом. Очевидно, что 

в табл. 2 максимальный ранг имеет переменная x1.
Разложение функции F (3) будет выглядеть следующим образом:

   5
1 2 3 4 5.F x x x x x  

Итак, возникают две остаточные функции:

1 2 3 4 2 5.F x x x F x  

Следовательно, необходимо увеличить счетчик подфункций 
LF = LF + 2, а также счетчик записи t1: t1 = t1 + 2.

Из матрицы выбираем те строки, в которых элемент x1 = 1, и копи-
руем их в табл. 3, исключая столбец с элементом x1. Аналогично вы-
бираем сроки с элементом x1 = 0 и копируем их в табл. 4. Таблицы 3 и 4 
соответствуют функциям F1 и F2.

Таблица 3
x2 x3 x4 x5 p

K1 1 1 0 0 2

K2 0 0 1 0 1

r 1 1 1 0 3

Таблица 4
x2 x3 x4 x5 p

K3 0 0 0 1 1
r 0 0 0 1 1

В полученных табл. 3 и 4 исключим элементы с рангом ri = 0 и по-
лучим новые таблицы (табл. 5, 6).
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Таблица 5
x2 x3 x4 p

K1 1 1 0 2
K2 0 0 1 1
r 1 1 1 3

Таблица 6
x5 p

K3 1 1
r 1 1

Следовательно, необходимо увеличить счетчик чтения t2 = t2 + 1. 
Таким образом, он становится равным 2.

Аналогично предыдущему действию считываем функцию с индек-
сом t2 = 2 из табл. 2. Теперь текущая функция (см. табл. 5) имеет сле-
дующий вид:

1 2 3 4.F x x x 

Далее эта функция раскладывается на подфункции описанным ра-
нее способом.

Чтение из таблицы продолжается, пока значение счетчика t2 не пре-
высит значение t1. При этом текущее значение LF является количеством 
подфункций в минимизированной формуле. Вид этой формулы легко 
восстанавливается из табл. 2.

Заключение. В работе построен эффективный алгоритм оценки 
сложности полинома Жегалкина. Это позволяет в автоматическом ре-
жиме оценивать трудоемкость предполагаемой схемы, что сокращает 
общее время разработки схем. Дальнейшие исследования будут на-
правлены на изучение вопросов управления работой алгоритма с уче-
том [8–15], а также применение декомпозиционных преобразований 
в соответствующих оптимизационных задачах по методам [16–23], 
а также [24–30].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ № 12-01-00710-а.
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The main task of the theory of decomposing Boolean functions is the development and 
research of expansion of an arbitrary Boolean function, which is dependent on large 
number of variables, to a system of functionally related Boolean functions, each of which 
depends on fewer variables. The decomposition task is closely related to the minimization 
of Boolean functions, i.e. the problem of fi nding such an analytical representation of 
the function in which the number of letters in it is minimal. We examined the problem 
of synthesis of discrete control systems based on formulas and developed the method of 
synthesis of Boolean formulas designed for effi cient schemes of functional elements, 
including schemes for minimum complexity. The resulting algorithm may be implemented 
by a parallel programming.

Keywords: Boolean functions, formulas, Zhegalkin basis, complexity measures, 
minimization, decomposition, synthesis, functional equations, schemes.
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