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Исследован спектр собственных значений квантовых систем, допускающих в клас-
сическом пределе существование квадратичных по импульсам первых интегралов. 
В качестве примеров рассмотрена задача о двумерной потенциальной яме конечной 
глубины и квантовом ротаторе.
Проведено сопоставление бифуркаций в классической и квантовой задачах. Пока-
зано, что наличие дополнительного первого интеграла накладывает лишь частич-
ный запрет на существование сепаратрисных контуров. Выявлена алгебраическая 
структура классических интегралов, которая предопределяет возможность приве-
дения функции Гамильтона к лиувиллевскому типу и разделению переменных в урав-
нении Гамильтона – Якоби, что влечет за собой разделение переменных в уравнении 
Шредингера.
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Введение. Настоящая работа посвящена нахождению и исследова-
нию зависимости спектра собственных значений энергии в квантовом 
ротаторе от параметра семейства потенциалов. Прикладной интерес 
к рассматриваемой задаче определяется тем, что имеется некоторое 
число физически содержательных моделей, приводящих к необходи-
мости исследования задачи о квантовом ротаторе. Достаточно упомя-
нуть о движении двухатомной молекулы под действием поля, линейной 
молекулы, сцепленной одним из концов с поверхностью раздела двух 
фаз и т. д. Теоретический интерес поставленной задачи определяется 
также возможностью сопоставления полученных результатов с ранее 
выполненными исследованиями бифуркаций в соответствующей клас-
сической задаче [1–4].

Квантовый ротатор описывается уравнением Шредингера, опре-
деленном на единичной сфере, поэтому в общем случае задача опре-
деления спектра собственных значений энергии представляет собой 
двумерную задачу на собственные значения, решение которой вызы-
вает трудности как в вычислении, так и в построении классифика-
ции полученных решений. Помимо двумерности задачи это вызвано 
еще и тем, что для ответа на поставленные в работе вопросы возни-
кает необходимость исследования нескольких десятков собственных 
функций. В данной публикации исследуется многопараметрическое 
семейство потенциалов, которое допускает разделение переменных 
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в стационарном уравнении Шредингера, существенно упрощающее 
исследование.

1. Сведение к параметрической задаче на собственные значе-
ния. Рассмотрим стационарное уравнение Шредингера

 (1)

с оператором Гамильтона

где U = U(x, y, z) – потенциал; E – энергия; Ψ = Ψ(x, y, z) – волновая 
функция; единицы измерения выбраны таким образом, чтобы постоян-
ная Планка ħ равнялась единице.

В сферических координатах (r, θ, φ), где r – радиус-вектор точки; 
θ – азимутальный угол; φ – полярный угол,

sin cos ,
sin sin ,
cos ,

x r
y r
z r

= θ ϕ
= θ ϕ
= θ

оператор Лапласа Δ имеет вид
2

2
2 2 2 2 2

1 1 1sin .
sin sin

r
r r r r r

∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂ Ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΔΨ = + θ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Задача о квантовом ротаторе – это задача о движении квантовой 
частицы по сфере. Без потери общности можно считать, что радиус 
сферы равен единице. Тогда Ψ (θ, φ), r = 1 и лапласиан имеет вид

2

2 2

1 1sin .
sin sin

∂ ∂Ψ ∂ Ψ⎛ ⎞ΔΨ = θ +⎜ ⎟θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠

Описание семейства потенциалов, допускающих разделение пере-
менных в уравнении Шредингера, проведем, согласно [1–3], в коорди-
натах (u1, u2) на единичной сфере, определенных соотношениями

( ) ( )
( )

2 2
1 2

2
1 2

1 cos sin 2 ,

1 cos .

u u

u u

+ = + ε ϕ θ − + ε

= + ε θ

Здесь ε > 0 – параметр конической системы координат (u1, u2) на 
единичной сфере, а сами координаты определены в прямоугольнике
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1 21 1 0,u u− − ε ≤ ≤ − ≤ ≤

который отображается на 1/8 единичной сферы. Координатные линии 
u1 = const и u2 = const, как будет показано ниже, совпадают с соответ-
ствующими координатными линиями конической системы координат, 
которая иногда называется также сфероконической [5].

В этих новых переменных уравнение Шредингера записывается 
следующим образом:

( )

( ) ( )

1 1
2 1 1 1

2 2 1 2
2 1 2 2

1 ( ) ( )
2

1 ( ) ( ) , ,
2

f u f u
u u u u

f u f u U u u E
u u u u

⎛ ⎞∂ ∂Ψ
− −⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂Ψ
− − − + Ψ = Ψ⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠

где
( )( )( ) 1 1 ,f u u u u= + + ε +

причем
1 2( ) 0, ( ) 0.f u f u> <

Теперь предположим, что потенциал U в новых переменных имеет 
вид

( ) ( ) ( )2 2 1 1
1 2

2 1

, ,
U u U u

U U u u
u u

−
= =

−

тогда переменные в уравнении Шредингера [1] разделяются. Действи-
тельно, в этом случае уравнение Шредингера записывается в виде

( )( )

( )( )

1 1 1 1 1
2 1 1 1

2 2 2 2 2
2 1 2 2

1 1 ( ) ( )
2

1 1 ( ) ( ) 0,
2

f u f u Eu U u
u u u u

f u f u Eu U u
u u u u

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂Ψ
− + − Ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂Ψ
+ − − − − − Ψ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2)

допускающем разделение переменных ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2, .u u u uΨ = Ψ Ψ
Поскольку переменные (u1,u2) определены только на 1/8 части еди-

ничной сферы, необходимо иметь возможность продолжения их на 
всю сферу. Этого можно добиться, например, взяв в качестве функций 
U1(u1) и U2(u2) соответственно функции u1

n и u2
n. Достаточно рассмо-

треть случаи, когда n = 2 и n = 3:

( )
2 2

(1) 2 1
1 2 1 2

2 1

, ,u uU u u u u
u u

−
= = +

−
 (3)
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( ) ( )
3 3

2(2) 2 22 1
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2 1

, ,u uU u u u u u u u u u u
u u

−
= = + + = + −

−
 (4)

Таким образом, потенциалы U (1) и U (2) являются многочленами от 
переменных u1 + u2 и u1u2 и, согласно соотношениям (3), (4), легко про-
должаются на всю единичную сферу. Отметим, что потенциал

( ) ( ) ( )(1) (2)
1 2 1 1 2 2 1 2, , , ,U u u C U u u C U u u= +  (5)

являющийся линейной комбинацией потенциалов U (1) и U (2), также до-
пускает разделение переменных. Без потери общности можно считать, 
что C1 = 1.

В исходных переменных ( , , )r x y z=  потенциал U(x, y, z) (5) запи-
сывается так:

( ) ( ) ( )2 2 2( , , ) , , 1 .zU x y z r A r r A r rε ε= α + β − α + ε

Произвольные постоянные α, β определены соотношениями

( )2 1 2, 2 2 ,C C Cα = β = − + + ε

а диагональная матрица Aε имеет вид

( )diag 1 , 1,0 .Aε = − − − ε −

Для потенциала (5) уравнение Шредингера (1) записывается в виде 
системы

2 31
1 1 1 1 1 1 2 1 1

1 1

1 14 ( ) 4 ( ) ;
2 2

d df u f u Eu C u C u
du du

⎛ ⎞Ψ
− + Ψ − − = ΛΨ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (6)

2 32
2 2 2 2 1 2 2 2 2

2 2

1 14 ( ) 4 ( ) ,
2 2

d df u f u Eu C u C u
du du

⎛ ⎞Ψ
− − − − Ψ + + = − ΛΨ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (7)

где Λ – константа разделения.
Таким образом, получена так называемая параметрическая задача 

на собственные значения [4]. Здесь роль параметра играет E, а соб-
ственным значением является константа разделения Λ.

2. Переход к сфероконическим координатам. От перемен-
ных (u1, u2) перейдем к новым переменным (q1, q2), определенных 
соотношениями

1 2

1 2
1 1

, .
4 ( ) 4 ( )

u udu duq q
f u f u− −ε −

= =
−∫ ∫  (8)
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В силу равенств

1 1 2 21 2

1 1,
4 ( ) 4 ( )u q u qf u f u

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂−

дифференциальные части уравнений (6), (7) принимают наиболее про-
стой вид:

( )( )
2

1 1 1 1 1 12
1

1 1 ;
2 2

d Eu U u
dq

− Ψ + − Ψ = ΛΨ  (9)

( )( )
2

2 2 2 2 2 22
2

1 1 .
2 2

d Eu U u
dq

Ψ + − Ψ = ΛΨ  (10)

Получим теперь в явном виде формулы для этой замены. Введем 
обозначения

( )( ) ( )( )( )

1 1

1
1

0, 1, 1 ,

1 1 .
2 21 1

u u

c

a b c

du duq
u u u a u b u u c− −ε

= = − = − − ε

= =
+ + ε + − − −∫ ∫

Теперь, используя формулу (1.2.30) из [6], находим

( )1 1 1
1 , ,q F k

a c
= ϕ

−

где F(φ, k) – неполный эллиптический интеграл первого рода [7],

2
1 1 1

2

1 1
1

1

1, 1 1 ,
1 1 1

, arcsi

 

n .

b ck k k
a c

k u c
k b c

− ε ε′= = = − = + =
− + ε + ε + ε

⎛ ⎞ −
ε = ϕ =⎜ ⎟′ −⎝ ⎠

Из (3) следует, что

( )1 1 11 ,q F k+ ε = ϕ  или ( )1
1 1

1 sn 1 , .u q k+ + ε
= + ε

ε

Таким образом,

( )2
1 1 1

2
2 21

1 1 1 12 2
1 1 1 1 1

sn 1 , 1

1 1 1 1sn , dn , .

u q k

k q k q k
k k k k k

= ε + ε − − ε =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Второй из интегралов (8) вычислим аналогично:

( )( ) ( )( )( )

2 2

2
1

1 1 .
2 21 1

u u

b

du duq
u u u a u b u u c−

= =
− + + ε + − − −∫ ∫

Теперь, используя формулу (1.2.28) из [7], находим

( )2 2 2
1 , ,q F k

a c
= ϕ

−

где F(φ, k) – неполный эллиптический интеграл первого рода [6],

( )( )
( )( )

2 2

2
22

2
2

1 , ,
1 1

, arcsin .

a bk k
a c

a c u ck
k a b b c

− ε′= = =
− + ε + ε

− −⎛ ⎞′
ε = ϕ =⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

Из (3) следует, что

( )2 2 21 ,q F k+ ε = ϕ  или ( )( ) ( )2
2 2

2

1 1
sn 1 , ,

1
u

q k
u
+ ε +

= + ε
+ + ε

2
2 22

2 2 2

1 1sn , .
1

u q k
k u k

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

Выполнив очевидные преобразования после возведения в квадрат 
обеих частей этого уравнения:

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

1 11 sn , 1 sn , ,u k q k q k
k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

получаем

2 2
2 2 2 2 2

2 2

1 1cn , dn , .u q k q k
k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Обратим внимание на то, что k1 = k′2 и k′1 = k2. Это позволяет ввести 
один общий модуль k эллиптических функций.

Связь между координатами (u1, u2) и (q1, q2) определяется формулами

2 2 2
1 1 2 2 22

1 1 1 1dn , , cn , dn , ;u q k u q k q k
k kk k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= − = − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ′ ′′ ′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (11)
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21, , ,
1 1

kk k
k

ε ⎛ ⎞′= = ε = ⎜ ⎟′+ ε + ε ⎝ ⎠
 (12)

причем переход от одной системы координат к другой не меняет коор-
динатных линий на единичной сфере, а лишь «перенумеровывает» их. 
Координаты, определенные соотношениями (2), называются кониче-
скими или сфероконическими [6].

В случае потенциала (4), (9), (10) система уравнений, определяю-
щая параметрическую задачу на собственные значения, принимает вид

( )
2

2 3
1 1 1 1 2 1 1 12

1

1 1 ,
2 2

d Eu C u C u
dq

− Ψ + − − Ψ = ΛΨ

( )
2

2 3
2 2 1 2 2 2 2 22

2

1 1 ,
2 2

d Eu C u C u
dq

Ψ + − − Ψ = ΛΨ

где функции u1 = u1(q1) и u2 = u2(q2) определены соотношениями (11), 
(12).

Для завершения формулировки задачи необходимо определить гра-
ничные условия. Ограничимся случаем, когда

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

0 0 0, 0,d d d dk K k K
dq dq dq dq

′ ′ ′Ψ = Ψ = Ψ = Ψ =  (13)

где K = K(k), K′ = K(k′) – полные эллиптические интегралы первого рода, 
а значения k′K и K′k′ в силу (13) являются четвертьпериодами функций 
u1(q1) и u2(q2) соответственно. По-существу, эти условия определяют 
задачу на 1/8 единичной сферы. Однако, учитывая четность потенци-
ала, можно однозначно и без особенностей продолжить собственную 
функцию на всю единичную сферу.

Заключение. Дальнейшие исследования будут направлены на из-
учение вопросов управления квантовыми ротаторами с учетом [8–11], 
а также применение декомпозиционных преобразований в соответству-
ющих оптимизационных задачах по методам [12–14], а также [15–31].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ № 12-01-00710.
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Energy spectrum in a problem of a quantum rotator

© A.A. Gurchenkov, D.V. Bashkina, N.T. Velisova
Bauman Moscow State Technical University, Moscow 105005, Russia

The study tested the spectrum of eigenvalues of quantum systems, in the classical limit 
admitting the existence of quadratic ones in the momenta of the fi rst integrals. For example, 
we consider the problem of two-dimensional potential well of fi nite depth and quantum 
rotator. We made a comparison of bifurcations in classical and quantum problems. The 
research showed that the presence of the additional integral imposes a partial ban on the 
existence of separatrix contours. We examined an algebraic structure of classical integrals, 
which determines the possibility of bringing Hamiltonian function to Liouville type and 
separation of variables in Hamilton — Jacobi equation, which entails the separation of 
variables in Schrödinger equation.

Keywords: dynamical systems, bifurcation, Hamiltonian systems.
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