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Рассмотрено твердое тело произвольной геометрии, движущееся в вязкой несжи-
маемой жидкости, движение тела предполагается заданным. Исследован случай 
возмущенного относительно программного движения твердого тела, а именно 
слабовозмущенное либрационное движение. Введены две декартовы системы ко-
ординат: одна неподвижна в инерциальном пространстве, другая жестко связана 
с твердым телом. Положение связанной системы координат относительно непод-
вижной характеризуется вектором перемещения и вектором поворота, которые 
полагаются малыми в смысле близости второго порядка. Задача решена в линейной 
постановке. Решение находится методом пограничного слоя, при этом в качестве 
начального приближения взяты функции, удовлетворяющие линеаризованным урав-
нениям Навье – Стокса.

Ключевые слова: либрационное движение, вязкая жидкость, уравнения Навье – 
Стокса, динамика твердого тела.

Введение. Рассмотрим движение твердого тела G в вязкой несжи-
маемой жидкости с плотностью ρ и кинематической вязкостью ν. Вве-
дем две системы прямоугольных декартовых координат: O1x1x2x3 и 
O1y1y2y3. Система O1y1y2y3 неподвижна в инерциальном пространстве, 
а O1x1x2x3 жестко связана с твердым телом. Положение связанной си-
стемы координат относительно неподвижной характеризуется векто-
рами перемещения u(t) и поворота θ(t). Задача состоит в определении 
векторов u(t) и θ(t) как функций времени, если известны главный век-
тор F0 и главный момент M 0 системы внешних сил (за исключением 
жидкости), действующих на тело.

Векторы u(t), θ(t), а также поле скоростей жидкости V(x1, x2, x3, t) 
полагаются малыми в смысле близости второго порядка. Число Рей-
нольдса в дальнейшем будем полагать большим:

Re = l–2ν–1T –1  1, (1)

где l – характерный размер тела; T – характерное время движения (на-
пример, период колебаний).

Не ограничивая общности, будем считать, что масштабы длины 
и времени выбраны так, что l ~ 1, T ~ 1. Тогда условие (1) означает, что 
ν  1.
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1. Гидродинамическая задача. Рассмотрим движение жидкости, 
занимающей бесконечную область D, ограниченную поверхностью 
тела S. Будем считать движение тела заданным. Линеаризованные урав-
нения Навье – Стокса, описывающие движение жидкости, а также гра-
ничные и начальные условия запишем в системе координат O1x1x2x3, 
жестко связанной с телом:

 (2)

где V – скорость жидкости; p′ – давление в ней; ρ – плотность жидко-
сти; U – потенциал массовых сил; r – радиус-вектор, отсчитанн ый от 
полюса O1 сопутствующей системы координат O1x1x2x3.

Начальное распределение скоростей должно быть подчинено сле-
дующим условиям:

Решение задачи (2) при условии (1) находим методом пограничного 
слоя [1]:

0 1 2 2 0 1 2 1 2, ...;  , ...V w v v p q s q q v q vq= υ + υ = υ + υ + υ + = + = + + +

Здесь w, s – функции типа пограничного слоя, которые также могут 
быть разложены в ряды по возрастающим степеням v1/2. Не останавли-
ваясь на общей схеме рекуррентного процесса построения решения, 
отметим, что k-е приближение асимптотического метода позволяет 
определять поле скоростей жидкости с погрешностью v(k +  1)/2.

В качестве нулевого приближения возьмем функции, удовлетворя-
ющие уравнениям движения идеальной жидкости и соответствующим 
граничным условиям:

 (3)

где n – нормаль к поверхности S, внешняя по отношению к области D.
Движение идеальной жидкости, описываемое уравнениями (3), об-

ладает потенциалом скоростей ϕ0, так что υ = ∇φ0. При этом
3

0

1
,i i i i

i
u

=

ϕ = Φ + θ Ψ∑  (4)
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где ( ), 1, 2, 3i iu iθ =  – проекции векторов на оси связанной системы 
координат; Φi, Ψi – потенциалы поступательного и вращательного 
движений.

Потенциалы Φi, Ψi удовлетворяют краевым задачам

 (5)

где ei – орты системы координат O1x1x2x3; ni – проекции нормали на 
i-ю ось.

В качестве первого приближения, используя схему асимптоти-
ческого метода пограничного слоя, получим систему уравнений для 
функций υ1, ϕ1:

 (6)

где c1(t) – произвольная функция времени.
Для функций w и s справедливы следующие уравнения, начальные 

и граничные условия:

 (7)

Звездочкой обозначена проекция вектора на плоскость, касательную к S.
Асимптотическое решение задачи (7) имеет вид

s = 0, w = ws + wn,

где

( )
( )

( )

( )
( )

( )

2

0

2

0

0
4

3 2

0
4

1 2

  ;
2

div
  ,

t
v tS

S
t

t
v t

n
t

u r
w e d

v t

u rvw n e d
t

⎡ ⎤ζ
−⎢ ⎥

−τ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ζ
−⎢ ⎥

−τ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ θ× − ∇ϕζ
= τ

π − τ

+ θ× − ∇ϕ
= τ

π − τ

∫

∫  (8)

(wS, wn – соответственно касательная и нормальная составляющие к S 
вектора w;  f |S – ограничение значений функции  f на поверхность S; 
div – двумерная операция дивергенции на поверхности S).
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Асимптотическое решение задачи (2) выражается в первом прибли-
жении следующим образом:

( )( )0 1 2 1 1 0 1 2 1; ,t tv w p U v c tυ = ∇ϕ + ∇ϕ + = −ρ − ρ ϕ + ϕ +  (9)

где ϕ0, ϕ1, w являются решениями краевых задач (3), (6), (7); c(t) – про-
извольная функция времени.

2. Уравнения движения тела в жидкости. Проведем сферу SR ра-
диусом R с центром в начале координат O и применим законы измене-
ния количества движения и кинетического момента к системе тело – 
жидкость, заключенных в объеме DR между поверхностями S и SR:

( ) 0;
R RS S

dQ p ndS Tn n dS F
dt

′= − + − ρυ υ +⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫ ∫∫  (10)

( )0 .
rD

Q mu m r dD= + θ× + ρ υ∫  (11)

Здесь Q – количество движения системы; r0 – радиус-вектор центра 
масс тела, отсчитанный от полюса O1; m – масса твердого тела; T – тен-
зор вязких напряжений:

.i k
ik

k i

T v
x x

⎛ ⎞∂υ ∂υ
= ρ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

Подставляя (11) в (10) и используя (9), получим

( )

( ) ( )

0

0 ,
R r

R R R R

D D

t
S S S S

d dmu m r dD wdD
dt dt

ndS UndS c t ndS Tn n dS F

+ θ× + ρ ∇ϕ + ρ =

= ρ ϕ + ρ + ρ + − ρυ υ +⎡ ⎤⎣ ⎦

∫ ∫

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  (12)

где ϕ = ϕ0 + v1/2ϕ1 – гармоническая функция.
Используя теорему Остроградского – Гаусса и неподвижность по-

верхности SR, запишем

.
R R R

t
D S S S S

d d ddD ndS ndS ndS ndS
dt dt dt

⎡ ⎤
∇ϕ = ϕ + ϕ = ϕ + ϕ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (13)

Главный вектор системы сил F 0 представим в виде суммы, выделив 
массовые силы:

0 .
RD

F UdD F mg= −ρ ∇ + +∫  (14)
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Первый член выражения (14) можно преобразовать, используя тео-
рему Остроградского – Гаусса и учитывая соотношение U = –gr:

.
R R

R R

D S S

S G S

UdD UndS UndS

UndS UdG UndS Gg

⎡ ⎤
−ρ ∇ = −ρ + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

= −ρ + ρ ∇ = −ρ − ρ

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

Преобразуем интегралы, входящие в (13), используя граничные ус-
ловия (5) и теоремы Гаусса и Грина:

3 3

1 1

0 13
1 2

1
;

i
i i i

i iS S S

i i i
i S S

ndS e dS e dS
n n

e dS v dS
n n

= =

=

∂Φ ∂ϕ
ρ ϕ = ρ ϕ = ρ Φ =

∂ ∂

⎡ ⎤∂ϕ ∂ϕ
= ρ Φ + Φ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫  (15)

( )
0 3

1

3

1
,

i j i j j i i
jS S S

ij j ij j
j

dS u n dS r n e dS
n

M u

=

=

⎡ ⎤∂ϕ
ρ Φ = ρ Φ + θ × Φ =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= + Γ θ⎣ ⎦

∑∫ ∫ ∫

∑  (16)

где Mij (i, j = 1, 2, 3) – компоненты тензора присоединенных масс; Γij – 
компоненты тензора статистических моментов жидкости:

( )  

;

.

j
ij i j i

S S

i
ij i j i

S S

M n dS dS
n

r n e dS dS
n

∂Φ
= ρ Φ = ρ Φ

∂

∂Ψ
Γ = Φ × = Φ

∂

∫ ∫

∫ ∫  (17)

Второй интеграл из (15), используя условия (6) на S и теорему Гаус-
са, можно переписать в виде

1
1 2   .i i i

S S S

v dS wn dS w dS
n

∂ϕ
Φ = − Φ = − ∇Φ

∂∫ ∫ ∫  (18)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в справедливо-
сти тождества

( ) ( )
3 3

1 1
.i i i i i

i i
w e w e e w

= =

− ∇Φ = − ∇Φ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑  (19)

Из (18) и (19) найдем
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( )
13 3

1 2

1 1
.i i i i i

i iD S D

wdD e v dS e e wdD
n= =

⎡ ⎤∂ϕ
+ Φ = − ∇Φ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
∑ ∑∫ ∫ ∫  (20)

Преобразуем интеграл (20):

( ) ( )
  

*

0

.i i i i
D S

e wdD e w d dS
∞⎛ ⎞

− ∇Φ = − ∇Φ ζ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  (21)

При переходе от объемного интеграла к поверхностному в формуле 
(21) использовано экспоненциальное затухание функции погранично-
го слоя и малость параметра ν. Проведем интегрирование по ζ в (21), 
подставляя выражение для w* из (8):

0

    0
*

0

 .
t

t

v u rw d d
t

∞ + θ× − ∇ϕ
ζ = τ

π − τ∫ ∫  (22)

Используя соотношения для потенциала течения идеальной жидко-
сти ϕ0 (4), выпишем подынтегральный числитель (22) в виде

( ) ( )
3

0

1
.j j j j j j

j
u r e u r e

=

⎡ ⎤+ θ× − ∇ϕ = − ∇Φ − × + ∇Ψ θ⎣ ⎦∑  (23)

Подстановка (23) в (22) и затем (22) в (21) позволяет записать соот-
ношение (20) в виде

( )
0

  3 3

1 1
,

t
j

i i i ij ij
i jD t

uve e wdD E d
t= =

⎡ ⎤⎡ ⎤
ρ − ∇Φ = τ⎢ ⎥⎢ ⎥ π − τ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑∫ ∫  (24)

где

( )( ) ( )( ); .ij i i j j ij i i j j
S S

E e e dS D e r e dS= ∇Φ − ∇Φ − = ∇Φ − × + ∇Ψ∫ ∫  (25)

Подставляя (24) в (20); (20), (16) и (15) в (13) и (12), придем к следу-
ющему уравнению изменения количества движения:

( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0

0 0

0 ,

t t

t t

u d dv dmI M u m r E D
dt t t

F gG

⎡ ⎤τ τ θ τ τ
+ + θ× + Γθ + + =⎢ ⎥

π − τ − τ⎢ ⎥⎣ ⎦

= + ρ − ρ

∫ ∫

 (26)

где I0 – единичный тензор; Γ, E, D, M – тензоры с компонентами Γij, 
Dij, Eij, Mij (i, j = 1, 2, 3) соответственно, определяемые формулами 
(17), (25).
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Составим уравнения изменения кинетического момента для систе-
мы тело – жидкость в области DR:

( )

( ) 0
0

,

.
r r

r

S S

D

dK r p ndS r Tn n dS M
dt

K m r u J r dD

′= − × + × − ρυ υ +⎡ ⎤⎣ ⎦

= × + θ + ρ × υ

∫∫ ∫∫

∫

Здесь J 0 – тензор инерции твердого тела относительно полюса O1.
Проводя выкладки, аналогичные предыдущим, и опуская громозд-

кие вычисления, запишем уравнения изменения кинетического момен-
та системы тело – жидкость в виде

( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0

  
0 * *

0

0
0

  

,

t t

t t

G

d u dv dJ J m r u u C D
dt t t

M G r r g

⎡ ⎤θ τ τ τ τ
+ θ + × + Γ + + =⎢ ⎥

π − τ − τ⎢ ⎥⎣ ⎦

= + ρ − ρ ×

∫ ∫

 (27)

где J, Γ*, C, D* – тензоры с компонентами * *, , ,ij ij ij ijJ C DΓ  (i, j = 1, 2, 3), 
определяемые следующими формулами:

( )

( )( )

( )( )

*

*

;

;

;

;

i
ij i i i

S S

j i
ij i j i j ji

S S S

ij j j i i ij
S

ij j i i i
S

J dS r n e dS
n

n dS dS dS
n n

D e r e dS D

C r e r e dS

∂Ψ
= Ψ = Ψ ×

∂

∂Φ ∂Ψ
Γ = Ψ = Ψ = Φ = Γ

∂ ∂

= ∇Φ − × + ∇Ψ =

= × + ∇Ψ × + ∇Ψ

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫  (28)

1
G

G

r rdG
G

= ∫  – центр давлений.

Уравнения (26) и (27) полностью описывают динамику тела 
в жидкос ти. К ним необходимо добавить начальные условия в виде 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , .u t t u t tθ θ  При ν = 0 уравнения переходят в известные 
уравнения тела в идеальной жидкости.

Влияние вязкой жидкости на движение тела определяется тензор-
ными коэффициентами E, D, C. Эти коэффициенты выражаются толь-
ко через потенциалы Стокса – Кирхгофа, т. е. через решения задачи 
о движении тела в идеальной жидкости.
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Таким образом, решение задачи о движении тела в вязкой жидкости 
при больших числах Рейнольдса сведено к решению задачи о движе-
нии тела в идеальной жидкости, вычислению коэффициентов в виде 
квадратур и дальнейшему интегрированию системы обыкновенных 
интегродифференциальных уравнений (26), (27).

Уравнения (26), (27) являются линейными интегродифференци-
альными уравнениями Вольтерры. Для их решения могут быть при-
менены известные методы – аналитические (например, преобразо-
вание Лапласа) или численные. Кроме того, уравнения содержат 
малый параметр v , что открывает возможность асимптотического  
интегрирования соответствующими методами (например, методами 
Крылова – Боголюбова).

3. Свойства потенциалов Стокса – Кирхгофа. В случае симме-
тричной задачи уравнения (26), (27) могут быть значительно упрощены.

Пусть O1x3 – ось симметрии тела, т. е. если точка с координатами 
(x1, x2, x3)  лежит на поверхности S, то и точка (–x1, –x2, x3) также лежит 
на S.

Тогда для проекций нормали на оси связанной системы координат 
можно использовать равенства

( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 3 1 2 3

, , , , , 1, 2;

, , , , ,
i in x x x n x x x i

n x x x n x x x

− − = − =

− − =  (29)

и потенциалы Стокса – Кирхгофа обладают свойствами

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3

, , , , , , , , , ;

, , , , , , , , , ,
1, 2.

i i

i i

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
i

Φ − − = −Φ Φ − − = Φ

Ψ − − = −Ψ Ψ − − = Ψ

=  (30)

В этом случае для тензоров уравнений движения справедливы 
выражения

3 3 3 3

0, , , 1, 2, 3;

0, 0, 1, 2, 3.
ij ij ij ij

ii ii i i i i

M J C E i j i j
D D D i

= = = = ≠ =

Γ = = Γ = Γ = = = =  (31)

Рассмотрим следующий тип симметрии. Пусть O1x3 – ось, перпен-
дикулярная плоскостям симметрии тела S, т. е. если точка с координа-
тами (x1, x2, x3) лежит на поверхности S, то точка (x1, x2, –x3) также ле-
жит на поверхности S. Тогда для проекции нормали к поверхности S на 
оси связанной системы координат O1x1,x2,x3 справедливы отношения:
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( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 3 1 2 3

, , , , , 1, 2;

, , , , .
i in x x x n x x x i

n x x x n x x x

− = =

− = −  (32)

При этом потенциалы Стокса – Кирхгофа обладают следующими 
свойствами:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3

, , , , , , , , , ;

, , , , , , , , , ,
1, 2.

i i

i i

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
i

Φ − = Φ Φ − = −Φ

Ψ − = −Ψ Ψ − = Ψ

=  (33)

В этом случае для тензоров уравнений движения имеем

3 3 3 3

33 33

, , , , , 1, 2, 3;

0, 1, 2;
0, 0, 1, 2.

ij ji ij ji ij ji ij ji

i i i i

ij ij

M M J J C C E E i j
M J C E i

D D i

= = = = =

= = = = =
Γ = = Γ = = =  (34)

В качестве примера рассмотрим тело в форме сферы радиусом a. 
Поместим начало координат системы O1x1, x2, x3 в центр сферы. Реше-
ние краевых задач (5) имеет вид

3

3 ; 0, 1, 2, 3.
2i i i
a x i
r

Φ = − Ψ = =

Используя соотношения (29)–(34), нетрудно получить

0, , 1, 2, 3;

0, , , 1, 2, 3.
ij ij ij

ij ij ij

D J i j
E M C i j i j
Γ = = = =

= = = ≠ =

Проводя интегрирование выражений (17), (25) и (28), запишем сле-
дующие формулы для коэффициентов:

3 2 42 8; 6 ; , 1, 2, 3.
3 3ii ii iiM a E a C a i= πρ = πρ = πρ =

Пусть g = 0 , тогда уравнения движения (26), (27) для шара примут 
вид

( )

( )
0

0

  
3 2

  
0 4

2 6  ;
3

8  .
3

t

t

t

t

u ddm a u a v F
dt t

ddJ a v M
dt t

τ τ⎛ ⎞+ πρ + π =⎜ ⎟ − τ⎝ ⎠

θ τ τ
θ + πρ π =

− τ

∫

∫  (35)
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Первое из уравнений (35) описывает движение шара вдоль некоторой 
оси со скоростью u , второе – вращение шара с угловой скоростью θ .

Уравнения (35) совпадают с решениями аналогичных задач для 
шара, полученными на основе точного решения уравнений Навье – 
Стокса, если в последних пренебречь членами порядка ν.

Заключение. Полученные результаты имеют прямое отношение 
к задачам управления движением вращающихся твердых тел с жидко-
стью [2–24]. Дальнейшие исследования будут направлены на декомпо-
зиционные преобразования упомянутых оптимизационных задач с ис-
пользованием [25–27].
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Motion of a solid body in a viscous fl uid 
at high Reynolds numbers

© A.A. Gurchenkov
Bauman Moscow State Technical University, Moscow 105005, Russia

We consider a solid body of an arbitrary geometry moving in a viscous incompressible 
fl uid. Movement of the body is assumed to be given. We examine the case of perturbed 
motion of a solid body relatively to the programmed motion, namely weakly perturbed 
libration movement. Two Cartesian coordinate systems are introduced. One is fi xed in 
inertial space; the other is rigidly connected with the solid body. The position of the related 
coordinate system in relation to the fi xed one is characterized by the displacement vector 
and rotation vector, which are considered to be small in terms of the proximity of the second 
order. The problem is solved in the linear formulation. The solution is found by the method 
of boundary layer, and the functions satisfying the linearized Navier — Stokes equations 
are taken as the initial approximation.

Keywords: libration movement, viscous liquid, the Navier — Stokes equations, rigid body 
dynamics.
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