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 Проведено сравнение асимптотической формулы Харди — Рамануджана для раз-
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гой подход, использующий подсчет числа состояний через обратное преобразова-
ние Лапласа статистической суммы. 
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  Введение. Разбиением натурального числа n называется его 

представление в виде суммы других натуральных чисел, при этом 
порядок чисел не учитывается. Число таких представлений называет-
ся числом разбиений p(n) натурального числа n. Это один из фунда-
ментальных объектов теории чисел и комбинаторики [1].  

 В 1740 г. Л. Эйлером было обнаружено, что числа разбиений 
имеют следующую производящую функцию 
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Им было также показано, что число разбиений натурального числа n 
на нечетные числа совпадает с числом разбиений на различные чис-
ла. Кроме того, он получил знаменитую рекуррентную формулу для 
чисел разбиений. Знаменатель производящей функции раскладывает-
ся в следующий ряд: 

2 3 2 5 7 12 15 22 26(1 )(1 )(1 )... 1 ...x x x x x x x x x x x              

Тогда рекуррентная формула имеет вид 
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Числа, которые стоят здесь в скобках, называются пентагональными 
или пятиугольными и задаются формулой  
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 Л. Эйлер сначала предположил, а затем доказал пентагональную 
теорему, которую можно записать следующей формулой: 
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 Разбиения чисел удобно описывать с помощью диаграмм Юнга 
или графов Феррера. Для больших натуральных чисел n Г.Х. Харди и 
Ш. Рамануджан в 1918 г. [2] получили асимптотическую формулу 
для числа разбиений. Эта формула независимо была получена также 
русским математиком Я.В. Успенским в 1920 г и улучшена Х. Раде-
махером в 1937 г. Формула Харди — Рамануджана при больших N 
имеет вид  
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Конечно, при больших N можно пренебречь под корнем значени-
ем 1/24, но здесь формула дана в первоначальном виде. Эту формулу 
можно получить, например, если перейти к интегральному представ-
лению для p(n), а затем воспользоваться стандартным асимптотиче-
ским методом (например, методом стационарной фазы). Ниже мы 
попробуем получить асимптотическую оценку числа разбиений, вы-
числяя энтропию квантовой струны [3].  

 Разбиения и квантовая струна. Представим состояние обыч-
ной струны как суперпозицию состояний с разными гармониками, 
частоты которых кратны основной частоте  . Квантовую струну 
можно рассмотреть как набор гармонических осцилляторов с часто-
тами  , 2 , 3 , … Каждый n-й осциллятор обладает своими опера-

торами рождения na  и уничтожения na , удовлетворяющими обыч-
ным коммутационным соотношениям  
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Тогда гамильтониан струны будет иметь вид 
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где   — постоянная Планка.  
В работе [3] приведено вычисление свободной энергии и энтро-

пии без учета энергии нулевых колебаний. Ниже мы учтем этот вклад 
сразу. Тогда статистическая сумма (статсумма) запишется так: 
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Здесь nE  — энергия n-го уровня; k — постоянная Больцмана; T — 
температура струны, а сумма факторизуется для каждой гармоники, 
что позволяет представить статсумму в виде 
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Свободная энергия при этом определяется выражением 
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Эту сумму при больших температурах можно аппроксимировать ин-
тегралом, если ввести переменную интегрирования 

/( ).x n kT   

Вычисляя интеграл, получаем выражения для свободной энергии  
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и для энтропии  
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 Удобнее выразить температуру через внутреннюю энергию 
E F TS  . Определим номер уровня N как  / .E   Воспользуемся 

формулой Больцмана для статистической энтропии ln ,S k   где  
  — число микросостояний системы. Будем считать число N боль-
шим, а ( ).p N   Можно показать, что это точное равенство. Исклю-
чая температуру, получаем  
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 Эта формула не воспроизводит знаменатель формулы Харди —
Рамануджана. 

Чтобы сделать более точный расчет свободной энергии, восполь-
зуемся формулой Эйлера — Маклорена для подсчета сумм:  
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где а, b — целые числа и суммирование проводится по всем целым, 
находящимся между ними; 2nB  — числа Бернулли.  
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Тогда учет следующего за интегралом слагаемого приводит к вы-
ражению 

 
4

exp 2 6
( ) .

N
p N

N


  

 Видно, что это вычисление не воспроизводит правильную 
асимптотику числа разбиений, а значит, чисто термодинамическим 
способом не удается воспроизвести правильный ответ. Получить 
правильную асимптотику можно, если сразу от статсуммы перейти к 
подсчету числа состояний. Это возможно благодаря обратному пре-
образованию Лапласа [4]. Правильный ответ (формула Харди —
Рамануджана) для асимптотического числа состояний получается, 
если воспользоваться методом перевала.  

Заключение. Как хорошо известно [3, 5–8], в теории бозонной 
струны существует некоторая предельная температура — температу-
ра Хагедорна, выше которой наступает фазовый переход. Другими 
словами, при температуре выше температуры Хагедорна статсумма 
квантовой струны начинает расходиться. Это связано с появлением 
вихрей [6–8], учет которых требует отдельного рассмотрения. Более 
того, термодинамическое описание систем, взаимодействующих с 
гравитацией (теория струн к ним относится), имеет место только при 
температурах, много меньших планковских. В ином случае понятия 
температуры, термодинамического ансамбля и фазового перехода 
теряют смысл.  

 В данной работе мы обсудили, как можно оценить асимптотику 
числа разбиений, используя вычисление энтропии для одномерной 
квантовой струны. Более точный метод предполагает переход от 
статсуммы сразу к вычислению числа микросостояний. Эти подходы, 
вероятно, можно обобщить на случай большего числа измерений и 
других струнных теорий. 
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Hardy—Ramanujan formula and  
thermodynamics of quantum string 

© A.O. Shishanin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow 105005, Russia 

For partitions of natural numbers, there is an asymptotic formula of the Hardy-
Ramanujan. In this paper we propose to compare this formula with the number of mi-
crostates, using entropy calculation of the quantum string by means of Euler–Maclaurin 
formula. The work briefly touches upon a different approach, using counting the number 
of states through the inverse Laplace transformation of the partition function. 

Keywords: partition of the number, the generating function, Hardy–Ramanujan formula, 
quantum string, partition function, free energy, entropy, Euler–Maclaurin formula. 
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