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Управление распределенными системами является сложной проблемой, решение 
которой требует построения адекватных математических моделей, включая мо-
дели, учитывающие воздействие случайных факторов. В статье описаны алго-
ритмы статистического анализа систем с распределенными параметрами в по-
становке задачи Гурса и параметрической идентификации в смысле определения 
статистических характеристик случайных параметров этих систем. Оба мето-
да основаны на использовании так называемых проекционных моделей, которые 
являются результатом проекционной аппроксимации исходных непрерывных моде-
лей, описываемых дифференциальными уравнениями в частных производных со 
случайными коэффициентами. Указанная аппроксимация выполняется с использо-
ванием матричных операторов. Ключевым моментом является процедура анали-
тического усреднения стохастического оператора системы, основанная на при-
ближенном представлении данного оператора в виде матричного ряда. В резуль-
тате получается усредненная проекционная модель системы с распределенными 
случайными параметрами. Задача идентификации неизвестных статистических 
характеристик случайных параметров математической модели сводится к задаче 
минимизации квадратичного функционала, вычисляемого с использованием усред-
ненной проекционной модели. Рассмотрен пример решения задачи идентификации 
математического ожидания и дисперсии одного случайного параметра модели 
стохастической системы. Использование усредненных проекционных моделей поз-
воляет строить эффективные вычислительные алгоритмы решения задач стати-
стического анализа и параметрической идентификации. Данные алгоритмы до-
пускают параллельную реализацию. 
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параметры, стохастическая система, идентификация, математическая модель, 
проекционная аппроксимация, матричный оператор. 

 
Введение. Управление распределенными системами является ак-

туальной проблемой современной теории автоматического управле-
ния и может быть рассмотрено как новый более сложный этап ее раз-
вития. Математические модели распределенных систем в отличие от 
моделей систем с сосредоточенными параметрами,  рассматривае-
мыми в классической теории управления, описываются дифференци-
альными уравнениями в частных производных. Усложнение класса 
систем ведет к усложнению методов их исследования и проектирова-
ния, а также к необходимости широкого использования численных 
методов вследствие невозможности получения аналитических реше-
ний в большинстве случаев. Этим отчасти объясняется тот факт, что 
теория автоматического управления для систем с распределенными 
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параметрами разработана к настоящему моменту не столь детально, 
как классическая теория автоматического управления. 

В данной работе рассмотрены новые методы моделирования, ана-
лиза и параметрической идентификации объектов управления в классе 
линейных нестационарных систем с детерминированными и случай-
ными распределенными параметрами, основанные на использовании 
ортогональных разложений и техники матричных операторов. 

Исходная модель. Математическая модель системы с распреде-
ленными параметрами описывается уравнением вида 
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на прямоугольной области 0 0, , .f fS t t x x        Этот класс уравне-

ний описывает многие физические процессы, протекающие в распре-
деленных объектах управления. Для определенности будем полагать, 
что рассматривается так называемая задача Гурса, которая формули-
руется следующим образом. Требуется найти решение уравнения ви-
да (1), в котором 0A C   и 2 1B  . При этом заданы следующие 
дополнительные условия: 
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Задача Гурса возникает, например, при изучении процессов 
сорбции и десорбции газов, сушки и многих других физических про-
цессов [1]. Коэффициенты  , ,a t x   , ,b t x   , ,c t x  входное воздей-

ствие  ,y t x  и выходной сигнал  ,z t x  считаем нестационарными 

случайными процессами. Дополнительные условия также будем по-
лагать случайными. При этом коэффициенты, дополнительные усло-
вия и входное воздействие являются статистически независимыми и 
имеющими нормальный закон распределения. 

Схемы проекционной аппроксимации. Одним из современных 
подходов к построению математических моделей и решению задач 
теории управления является использование методов обобщенной спек-
тральной теории и теории матричных операторов [2]. Эти методы,  
известные как проекционные или спектральные, основаны на конеч-
номерной аппроксимации математической модели системы с исполь-
зованием ортогональных разложений. Проекционная аппроксимация 
исходной модели (1) позволяет перейти от дифференциального урав-
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нения в частных производных к равносильному матрично-опера-
торному уравнению. Важным моментом является то, что в результате 
удается найти выражение для решения данного матрично-опера-
торного уравнения, определяющее явную линейную зависимость меж-
ду проекционными характеристиками выходного и входного сигналов 
системы. Это позволяет распространить многие проекционные методы 
решения задач теории управления, разработанные для систем с сосре-
доточенными параметрами, на системы с распределенными парамет-
рами. 

Возможны различные схемы проекционной аппроксимации урав-
нения (1) в зависимости от типа этого уравнения и вида краевых 
условий. В некоторых случаях удается использовать схему, основан-
ную на применении матричных операторов интегрирования и умно-
жения [2]. Универсальной является схема, основанная на применении 
матричных операторов дифференцирования и умножения [2]. Ниже 
рассмотрена схема проекционной аппроксимации, которая, в отличие 
от первой из упомянутых, не требует предварительного интегрирова-
ния уравнения (1) и характеризуется такой же алгоритмической про-
зрачностью перехода к матрично-операторному уравнению, как и 
вторая, особенно при нулевых краевых условиях, но в отличие от по-
следней является вычислительно устойчивой и не требует примене-
ния метода наименьших квадратов. 

Раскладывая функции в уравнении (1) по двумерному ортого-
нальному базису: 

           TT
1 1 ,p p p pt x t t x x          Φ Φ    

и заменяя каждый оператор в пространстве функций на соответству-
ющий матричный оператор, сведем уравнение (1) к равносильному 
матрично-операторному уравнению 

 ,t x z a t z b x z c z y   D D C U D C U D C U C C   (3) 

где ,t xD D  — матричные операторы дифференцирования по пере-

менным t  и ;x ,z yC C  — проекционные характеристики выходного 
сигнала и входного воздействия;  U  — матричный оператор умноже-
ния на функцию, указанную в индексе. Матрицы zC  и yC  представ-
ляют собой вектор-столбцы из последовательности строк квадратных 
матриц коэффициентов разложения соответствующих функций по 
двумерному ортогональному базису. Размер этих вектор-столбцов 
обозначим как ,pp  где p  — число базисных функций. Двойной раз-
мер pp  означает, что квадратные матрицы размером p p  растянуты 
в столбцы длиной ,pp  образованные из последовательности строк ука-
занных квадратных матриц: 
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 T11 12 1 1 2, , , , , , , , .p p pp p p p ppc c c c c c  C C     

Матричные операторы tD  и xD  действуют на столбцах размером 
pp  и имеют размер pp pp . Необходимость растягивания матриц в 
столбцы обусловлена спецификой построения матричного оператора 
умножения U , который также имеет размер .pp pp  

Умножая левую и правую части уравнения (3) на матричные опе-

раторы интегрирования xP  и tP  по переменным x  и ,t имеем 

   0x t a t x t b x x t c z x t y    I P P U D P P U D P P U C P P C C . (4) 

Такое умножение равносильно интегрированию в пространстве 
функций, поэтому матрично-операторное уравнение (4) равносильно 
интегральному уравнению второго рода, а добавленный справа век-
тор-столбец 0C , определяемый как 

          0 0 0 0, , , ,0 ,a t x z t x b t x z t xx t k    C I P U C I P U C C  (5) 

учитывает дополнительные условия (2). 
Обозначив в уравнении (4) сумму матриц в скобках, за исключе-

нием единичной матрицы I , как ,zA  перепишем его в виде 

   0z z x t y  I A C P P C C . (6) 

Уравнение (6) представляет собой результат проекционной ап-
проксимации исходной модели (1). Существует теорема [2] о един-
ственности решения уравнения (6) при достаточно больших p , из 

которой также следует обратимость матрицы  zI A . Это позволяет 

записать решение данного уравнения следующим образом: 

    1 1 0 0 0,z z x t y z y 
     C I A P P C I A C AC A C   (7) 

где  zA  — матрица, представляющая собой проекционную характе-

ристику системы с распределенными параметрами; 0A  — матрица, 
выражающая проекционную характеристику преобразования ее 
начального состояния. 

Учет фактора случайности параметров. Выражение (7) опре-
деляет явную линейную зависимость между столбцами (растянутыми 
в столбцы квадратными матрицами) коэффициентов разложения 
входного воздействия и выходного сигнала системы по двумерному 
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ортогональному базису. Если для детерминированных систем это 
выражение сразу позволяет определить выходной сигнал системы как 
функцию ( , ),z t x  восстанавливаемую по проекционной характеристи-

ке ,zC  то для систем со случайными параметрами определенную 

проблему составляет обращение случайной матрицы   .zI A   

Для решения указанной проблемы предлагается воспользоваться 

приемом разложения обратного оператора   1z 
I A  в матричный 

ряд, который может быть легко усреднен, что удобно для решения 
задач статистического анализа [2]. Следует отметить, что при этом не 
возникает необходимости явно учитывать статистическую связь 
между выходным сигналом системы и ее случайными параметрами, 
поскольку проекционные характеристики статистических мер выход-
ного сигнала могут быть найдены в конечном итоге только через 
проекционные характеристики статистических мер входного воздей-
ствия, случайных коэффициентов и дополнительных условий. При 
необходимости можно учесть статистическую связь между входным 
воздействием, случайными коэффициентами и дополнительными 
условиями.  

Если коэффициенты уравнения (1) являются случайными функ-
циями, можно для упрощения процедуры усреднения представить их 
в виде канонических разложений по двумерным базисам неслучай-
ных координатных функций. В результате матрицы U в уравнении 
(4), соответствующие этим случайным коэффициентам, будут заме-
нены суммами произведений гауссовых случайных величин коэффи-
циентов канонических разложений и детерминированных матриц U  
операторов умножения на координатные функции, а усреднение све-
дется к выражению моментов упомянутых случайных величин через 
их единичные дисперсии. Если коэффициенты уравнения (1) являют-
ся случайными величинами, то их моменты при усреднении будут 
выражаться через заданные дисперсии. 

Представляя матрицу zA  в виде суммы детерминированной мат-

рицы zA  и случайной матрицы ,zA  что соответствует представле-
нию случайных коэффициентов исходного уравнения в виде суммы 
детерминированной и случайной составляющих, запишем выражение 

      1

0 0
0

1
iiz z z

i





   I A A A A A  ,  (8) 

где   1

0
z 

 A I A  —  детерминированная обратная матрица. (Во-

прос сходимости ряда (8) рассмотрен в работе [2].) 
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Далее рассмотрим задачу анализа, которая состоит в определении 
математического ожидания  ,zm t x  и корреляционной функции 

 1 1 2 2, ; ,zzR t x t x  выходного сигнала системы по заданным статисти-

ческим характеристикам  ,ym t x  и  1 1 2 2, ; ,yyR t x t x  входного воз-

действия и соответствующим статистическим характеристикам  
случайных коэффициентов  , ,am t x   1 1 2 2, ; , ;aaR t x t x   ,bm t x , 

 1 1 2 2, ; ,bbR t x t x  и  , ,cm t x   1 1 2 2, ; , .ccR t x t x  

Усреднение решения (7) позволяет записать выражение для рас-
тянутой в столбец матрицы коэффициентов разложения функции ма-
тематического ожидания выходного сигнала: 

 00yz mm m
pp pp pp pp pp pp pp       C A C A CM M   (9) 

(в уравнении (9) указаны размеры матриц). 
По проекционной характеристике zm

ppC  восстанавливается функ-

ция математического ожидания выходного сигнала системы 
 , .zm t x  Предварительно по этому вектор-столбцу с использовани-

ем процедуры, обратной растягиванию строк в столбцы, восстанав-
ливается квадратная матрица коэффициентов разложения функции 

 ,zm t x  по двумерному ортогональному базису и уже по этой мат-

рице восстанавливается сама функция  , .zm t x  В случае выбора в 

качестве базиса системы функций Уолша восстановленная функция 
представляется в виде квадратной матрицы своих дискретных значе-
ний размером   .p p  

Проекционная характеристика корреляционной функции выход-
ного сигнала определяется выражением 

 T Tyy y yzz R m mR
pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp   

        
C A C C C AM  

      00 0 0
T T T0 0 ,z zR m m m m

pp pp pp pp pp pp pp pp pp pp  
        
A C C C A C CM  (10) 

которое получается после подстановки (7) в выражение для корреля-
ционной функции 

   T T
zz z zR z z m m    C C C C CM  

при условии некоррелированности входного воздействия и дополни-
тельных условий. 
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При использовании базиса функций Уолша матрица дискретных 
значений корреляционной функции выходного сигнала, восстанов-
ленная по ее проекционной характеристике zzR

pp ppC  с помощью четы-

рехмерного обратного преобразования Уолша, может быть интерпре-
тирована как клеточная матрица ( p p  клеток размером p p  каж-
дая), представляющая в двумерном виде четырехмерную матрицу 
корреляционной функции выходного сигнала системы с распреде-
ленными параметрами. Каждый элемент этой матрицы имеет четыре 
индекса: два определяют координаты клетки, два — координаты эле-
мента внутри клетки. Такую же структуру имеют матрицы дискрет-
ных значений корреляционной функции входного воздействия и до-
полнительных условий. 

Процедура усреднения выражений (9) и (10), в которых матрич-
ные операторы pp ppA , 0

pp ppA  выражены в виде рядов (8), сводится 

к представлению моментов гауссовых случайных величин порядка 
выше второго через моменты первого и второго порядков. Указан-
ную процедуру раскрытия моментов выполняем аналитически с ис-
пользованием известного соотношения 

0 1

exp ,
! !

r r
r

r
r rr r

 

 

   
   

 
   

которое является тождеством по   и устанавливает связь между 
начальными моментами r  и кумулянтами r  порядка r  скалярной 
случайной величины. При этом ограничиваемся только кумулянтами 
первого и второго порядка, в точности соответствующими моментам 
первого и второго порядка гауссовой случайной величины. В резуль-
тате выражения (9) и (10) преобразуются в формулы, в явном виде 
связывающие статистические характеристики входа, выхода и слу-
чайных параметров системы. Процедура раскрытия моментов может 
быть легко автоматизирована. 

Возможность параллельных вычислений. Особенностью рас-
сматриваемого метода анализа является представление решения в 
виде матричного ряда, члены которого могут быть вычислены неза-
висимо один от другого, что делает возможным объединение их в 
группы и параллельное вычисление этих групп на отдельных процес-
сорах. В алгоритме, реализующем данный метод, можно выделить 
два уровня параллелизма. На верхнем уровне находятся упомянутые 
группы независимо вычисляемых членов матричных рядов, на ниж-
нем — отдельные матрицы, над которыми осуществляются стандарт-
ные матричные операции при вычислении членов, входящих в груп-
пы. Выполнение этих матричных операций также допускает парал-
лельное вычисление элементов матриц. Возможность использования 
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параллельных вычислений при реализации алгоритма позволяет 
уменьшить время решения задач анализа, что важно для ускорения 
работы оптимизационных процедур, широко используемых при ав-
томатизированном проектировании систем управления. Следует так-
же отметить, что матричные операторы для аппроксимации уравне-
ний в частных производных формируются на основе соответствую-
щих матричных операторов, используемых для аппроксимации 
обыкновенных дифференциальных уравнений, и имеют блочную 
структуру. Поэтому вместо перемножения матриц размером pp pp  

каждая, можно перемножать 2p  матриц размером ,p p  что позво-
ляет уменьшить объем требуемой оперативной памяти. 

Параметрическая идентификация. Рассмотрим метод идентифи-
кации, основанный на описанной выше проекционной аппроксимации 
исходной математической модели распределенной стохастической си-
стемы, который сводит задачу идентификации к задаче минимизации 
функционала, определяемого через статистические характеристики 
входного воздействия, выходного сигнала и случайных коэффициентов 
исходной модели.  

Задачу идентификации рассмотрим в следующей постановке. 
Предположим, что для некоторой реальной распределенной системы 
известна структура ее математической модели, которая задана уравне-
нием в частных производных второго порядка вида (1) с дополнитель-
ными условиями (2). Начальные условия будем считать нулевыми. 
Последнее предположение упрощает задачу и не является искусствен-
ным, поскольку в большинстве практических задач идентификации 
предполагается возможность задания не только стандартных входных 
воздействий, но и начального состояния системы. Считаем, что слу-
чайные коэффициенты дифференциального уравнения (1), статистиче-
ские характеристики которых подлежат определению, состоят из двух 
составляющих: детерминированной, которая представляет собой ма-
тематическое ожидание значения данного коэффициента, и случайной 
в виде случайной величины с нулевым средним значением. Случайные 
коэффициенты полагаем статистически независимыми и имеющими 
нормальный закон распределения. Требуется определить их математи-
ческие ожидания и дисперсии.  

Информация о статистических характеристиках входного воздей-
ствия и выходного сигнала системы может быть получена в результате 
лабораторных или практических испытаний, в ходе которых на вход си-
стемы подают некоторые стандартные воздействия и измеряют выход-
ной сигнал системы. Статистическая обработка результатов измерений 
позволяет определить математические ожидания  , ,zm t x  ,ym t x  и 

корреляционные функции  1 1 2 2, ; ,zzR t x t x  и  1 1 2 2, ; ,yyR t x t x  этих сиг-

налов, представляющих собой нестационарные случайные процессы. 
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Для входного воздействия предполагается нормальный закон распреде-
ления.  

При решении задачи идентификации воспользуемся выражением 
для проекционной характеристики одной из статистических мер вы-
ходного сигнала системы — второго начального момента, которое 
имеет вид 

 

     

   

T

0 0
0

T
T

0 0
0

1

1 ,

yy y yzz
ii R m mz t x

i

ii z t x

i










        
     

  





C A A A P P C C C

A A P P A





M

 (11) 

где 0A  — матрица проекционной характеристики детерминирован-
ной части системы, вычисляемая через математические ожидания ко-

эффициентов уравнения (1); zA  — матрица случайной составляющей 
проекционной характеристики системы, определяемая через случай-
ные составляющие коэффициентов уравнения (1). 

После аналитического усреднения выражения (11), процедура  
которого аналогична процедуре усреднения выражений (9) и (10), 
получаем матричную формулу, в которую в явном виде входят мате-
матические ожидания и дисперсии случайных коэффициентов урав-
нения (1). Это дает возможность представить задачу определения 
данных статистических характеристик как задачу минимизации 
функционала: 

     
1/2

2

1 1

s s
E
ij

i j

J c
 

 
  
  
K K , (12) 

где  E
ijc K  — элементы матрицы разности проекционных характери-

стик    
и р

;zz zzE   C K C C K
и
zzC  — проекционная характеристика 

второго начального момента измеренного выходного сигнала системы; 

 
р
zzC K  — проекционная характеристика второго начального момента 

выходного сигнала, рассчитанная по проекционной модели (11); K  — 
вектор искомых статистических характеристик коэффициентов исход-

ной модели; 2;s p p  — число базисных функций. 
Минимизацию функционала (12) можно выполнить одним из 

стандартных методов поиска экстремума функций n-переменных при 
ограничении на положительность значений идентифицируемых дис-
персий случайных коэффициентов. Результатом минимизации явля-
ется определение искомых математических ожиданий и дисперсии 
коэффициентов исходной модели. 



З.Г. Широкова, Аунг Чжо Со, А.М. Макаренков 

10 

Пример. Рассмотрим задачу идентификации. Пусть уравнение 
(1) имеет вид 

               
2

сл
2 1 0

, , ,
, , , , ,

z t x z t x z t x
a t x a t x a t x z t x y t x

t x t x

  
   

   
 

при следующих начальных условиях: 

(0, ) 0, [0,1]; ( ,0) 0, [0,1]; (0) (0) 0.z x x z t t         

Информация о статистических характеристиках выходного сигнала 
системы при заданном входном воздействии была получена методом 
статистических испытаний для проекционной модели в форме (6). Чис-
ло удерживаемых членов разложения по базису функций Уолша 8,p   
число испытаний 3000. На вход модели подавали случайное воздей-
ствие ( , )y t x  с заданным математическим ожиданием ( , ) 1ym t x   и 

функцией корреляции 1 2 1 2| | | |
1 2 1 2( , ; , ) .t t x x

yyR t t x x e e      

В качестве идентифицируемого случайного параметра модели 
был выбран коэффициент  сл

0 , ,a t x  который в ходе испытаний вы-

числялся как сумма детерминированной составляющей 0 ( , ) 2a t x tx  
и нормально распределенной случайной величины 0a  с математиче-

ским ожиданием 
0

2am   и дисперсией 
0

2.aD   Детерминированные 

коэффициенты были заданы следующим образом: 

 2 3
2 1 0( , ) 2 ; ( , ) ; ( , ) 2 .a t x x x t a t x x t a t x tx      

По результатам статистических испытаний была определена про-
екционная характеристика второго начального момента zzC , высту-

пающая в качестве проекционной характеристики 
И
zzC  при вычисле-

нии функционала (12). 
Согласно описанному выше алгоритму идентификации, была вы-

полнена минимизация функционала (12) методом прямого поиска 
Нелдера — Мида с помощью стандартной функции fminsearch пакета 
MATLAB. Начальная точка поиска 

0
0,am   

0
0.aD   

Удерживая первые три члена матричного ряда (8), удалось получить 
следующие результаты идентификации: 

0
2,0476,am   

0
2,0754.aD   

Видно хорошее соответствие идентифицированных характери-
стик действительным характеристикам случайной величины 0,a  ко-
торые были заданы при проведении статистических испытаний.  

Заключение. Предлагаемый метод проекционной аппроксимации 
непрерывных математических моделей рассматриваемого класса сто-
хастических систем с распределенными случайными параметрами поз-
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воляет строить эффективные вычислительные алгоритмы решения за-
дач статистического анализа и параметрической идентификации, осно-
ванные на использовании усредненных проекционных моделей и мето-
дов математического программирования. При этом задача идентифика-
ции неизвестных статистических характеристик случайных параметров 
математической модели сводится к задаче минимизации легко вычис-
ляемого квадратичного функционала. 
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Analysis and identification of one class of systems with  
distributed random parameters 

© Z.G. Shirokova, Aung Kyaw Soe, A.M. Makarenkov 

Kaluga Branch of Bauman Moscow State Technical University, Kaluga, 248000, Russia 

Control of distributed systems is a complex problem that requires the construction of 
adequate mathematical models, including models, which take into account the effects of 
random factors. This article describes the method of statistical analysis of systems with 
distributed parameters in the Goursat problem statement and the method of parametric 
identification in the context of the definitions of the statistical characteristics of random 
parameters of these systems. Both methods are based on the use of the so-called projec-
tion models, which are the result of a projection approximation of the original continu-
ous models, described by partial differential equations with random coefficients. This 
approximation is performed using the operational matrices. The key point is the analyti-
cal procedure of averaging stochastic system operator based on the approximate repre-
sentation of that operator in the form of the matrix series. In result the averaged projec-
tion model of system with distributed random parameters is obtained. The problem of 
identification of unknown statistical characteristics of the random parameters of the 
mathematical model is reduced to the minimization of a quadratic functional, calculated 
using the averaged projection model. Example of solving the problem of identification of 
mean value and variance of a random parameter of stochastic system is considered. Us-
ing the averaged projection models allows building effective computational algorithms 
for solving problems of statistical analysis and parametric identification. These algo-
rithms are suitable for parallel implementation. 
 
Keywords: distributed parameters, statistical analysis, random parameters, stochastic 
system, identification, mathematical model, projective approximation, matrix operator. 
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