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Введение. Расчетно-теоретические исследования тепломассопе-

реноса и трения выполнены в широком диапазоне изменения опреде-
ляющих факторов: числа Маха M  в набегающем воздушном пото-

ке, давления торможения 0p  этого потока и энтальпийного фактора 

hR  — отношения энтальпии воздуха при температуре так называе-

мой стенки к энтальпии торможения воздушного потока. В данном 
случае стенка — поверхность тела, обтекаемая набегающим на него 
воздушным потоком. 

Физико-математическая постановка задачи. Исследования 
проведены, во-первых, в предположении, что газ совершенный, и, во-
вторых, для многокомпонентной воздушной смеси при предельных 
скоростях протекания химических реакций в пограничном слое. В 
последнем случае расчет диффузионного тепломассопереноса вы-
полнен в рамках уравнений Стефана — Максвелла.  

В процессе проведения исследований принимали: 
состав воздушной смеси ограничен набором таких веществ, как O, 

O2, N, N2, NO, Ar, образованных из химических элементов O, N, Ar;  
в нормальных условиях воздух характеризуется молярной концентра-

цией следующих химических веществ [1]: 
2

O = 0, 2095κ ,
2

N = 0,7808κ , 

Arκ = 0,0097 . 
При этом расчеты выполнены: 
в предположении, что газ совершенный; 
для воздушной смеси, находящейся в состоянии термохимиче-

ского равновесия; 
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в предположении, что течение воздушной смеси в пограничном 
слое «заморожено»; 

для абсолютно каталитической стенки; 
если не оговорено особо, в области изменения определяющих па-

раметров: M 2, 25    , 0 0, 001,10   p , , min , max,    h h hR R R ; 

с применением изложенной в работе [2] методики расчета пере-
носных свойств газовой смеси, основанной на современных расчет-
но-теоретических данных; 

с использованием уточненных данных для параметрам идеально-
го газа, набегающего на стенку, полученных методом сплайновой ап-
проксимации [3]; 

Отметим, что давление торможения измерено в мегапаскалях, эн-
тальпийные факторы , minhR  и , maxhR  соответствуют температуре 

стенки, равной примерно 300 K, и температуре кипения атомарного 
углерода соответственно. 

Тепломассоперенос и трение в тонком пограничном слое на 
непроницаемой стенке в окрестности критической точки сферы. 
Как отмечалось ранее, систематические исследования тепломассопере-
носа и трения выполнены в различных постановках. Число вариантов 
расчетов, полученных в рамках каждой постановки, составляло 356. 

Анализ результатов проведенных численных исследований по вли-
янию методики решения уравнений пограничного слоя на тепломассо-
перенос и трение позволяет сформулировать следующие выводы:  

в тепловом потоке, рассчитанном для «замороженного» и термо-
химически равновесного течения газа в пограничном слое, макси-
мальное и среднеквадратическое значения различаются не более чем 
на 10 и 3 % соответственно; 

в тепловом потоке, рассчитанном для совершенного газа и тер-
мохимически равновесного течения газа в пограничном слое, макси-
мальное и среднеквадратическое значения различаются не более чем 
на 13 и 7 % соответственно; это свидетельствует об обоснованности 
предположения о том, что газ совершенный. 

Одна из основных задач, решенных в рамках выполненных ис-
следований, — построение приближенных аналитических зависимо-
стей, описывающих с повышенной точностью результаты численных 
расчетов теплообмена и трения. 

В связи с этим необходимо отметить, что тестирование инженер-
ных методов расчета конвективного теплообмена в критической точке 
сферы, проводившееся в основном в начале 60-х годов прошлого сто-
летия, базировалось на результатах соответствующих эксперимен-
тальных исследований (чаще всего на результатах экспериментов, 
приведенных в работе [4]). Поскольку отсутствовали надежные дан-
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ные по переносным свойствам многокомпонентных воздушных сме-
сей, исследователи были вынуждены использовать для тестирования 
инженерных методов расчета теплообмена результаты эксперимен-
тальных исследований, несмотря на их значительный разброс.  
В настоящее время ситуация изменилась кардинальным образом. Это 
обусловлено тем, что современные численные методы решения урав-
нений пограничного слоя (типа рассмотренных в настоящей работе) и 
методы численного решения уравнений Навье — Стокса (см., напри-
мер, работу [5]) позволяют получать достоверную информацию о кон-
вективном теплообмене на поверхностях сложной формы, не говоря 
уже о теплообмене в окрестности критической точки сферы. 

При обработке результатов численных расчетов применяли кри-
терии теплообмена и трения в виде 

 
0

0
00

Cr Re , 
1


  sph

w, n,
Rh, n,

h

q
=

h – R V
; 

, ,
, , 0Cr Re , sph

w  n  0
Rf  n  

e

=
u V 

 




. 

Здесь 0Crh, n, , , , 0Cr f  n   — критерии теплообмена и трения на непрони-

цаемой стенке в окрестности критической точки сферы; 0w, n,q , 

, , 0w  n    — удельный тепловой поток и напряжение трения на непро-

ницаемой стенке в окрестности критической точки сферы; 00h , eu  — 

энтальпия торможения набегающего воздушного потока и скорость 
на внешней границе пограничного слоя;   , V  — плотность и ско-

рость в набегающем воздушном потоке; Re ,  sphR  — число Рейноль-

дса, рассчитанное с помощью параметров набегающего воздушного 
потока и радиуса сферы sphR . 

Построение оптимальных аппроксимационных зависимостей для 
расчета критериев теплообмена и трения, базирующееся на результа-
тах систематических численных исследований, проводили в два эта-
па. На первом использовали степенные функции 

21,
, , 0 11,Cr = M


 h

h n h ;                                 (1) 

21, 
, , 0 11, Cr = M


 f

f n f .                                (2) 

В табл. 1 приведены оптимальные значения аппроксимационных 
коэффициентов  , входящих в эти формулы, которые найдены в со-
ответствии с методом наименьших квадратов одним из вариантов ме-
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тода Хука — Дживса [6], а графический вид функций (1) и (2) изоб-
ражен на рисунке. 

Таблица 1 

Значения аппроксимационных коэффициентов,  
входящих в формулы (1), (2), и погрешностей этих формул 

Параметр 

Метод расчета 

Термохимически 
равновесный 

пограничный слой 

«Замороженный» 
пограничный слой 

Совершенный газ 

11,  h  1,16272 1,13103 1,10087 

21,  h  0,68399 0,69652 0,68251 

max,  h , % 13,28 11,29 8,73 

h , % 3,43 3,10 1,70 

11,  f  2,65912 2,70956 2,94185 

21,  f  0,410691 0,393489 0,363153 

max,  f , % 63,42 64,47 67,65 

f , % 18,93 20,11 22,13 

Примечание .  max и   — максимальные и среднеквадратические относительные по-

грешности вычисления. 

 

 

Оптимальные аппроксимационные зависимости, построенные 
по формулам (1) и (2) для критерия теплообмена (а) и критерия 

трения (б): 
            — термохимически равновесный пограничный слой; 

             — «замороженный» пограничный слой;  
—  совершенный газ 

 
Как следует из анализа данных, приведенных в табл. 1, погреш-

ность вычисления напряжения трения по формуле (2) является недо-
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пустимо высокой. Впервые на недопустимость использования фор-
мул типа (2) при расчете напряжения трения отмечено в работе [7], 
выполненной для совершенного газа. Там же указано, что причина 
этого заключается в пренебрежении влиянием, которое оказывает на 
напряжение трения энтальпийный фактор в области его значений, 
превышающих единицу, при малых значениях числа Маха в набега-
ющем воздушном потоке. 

Кроме того, в работе [7] показано, что погрешность приближен-
ного расчета теплообмена и трения можно существенно снизить, если 
вместо формул (1) и (2) использовать следующие соотношения: 

22, 24, ς

, , 0 12, 23, Cr = M + M 


  h h
h n h h hR ;                   (3) 

24, 22, 
, , 0 12, 23, Cr = M + M

 
   ff

f n f f hR .                 (4) 

Результаты решения оптимизационной задачи определения ап-
проксимационных коэффициентов, входящих в формулы (3), (4), 
приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

Значения аппроксимационных коэффициентов, 
входящих в формулы (3), (4), и погрешностей этих формул 

Параметр 

Метод расчета 

Термохимически 
равновесный 

пограничный слой 

«Замороженный» 
пограничный слой 

Совершенный газ 

1hfR  1hfR  1hfR  1hfR  1hfR  1hfR  

12,  h  1,10310 1,05030 1,08347 1,18103 1,08835 1,08445 

22,  h  0,70257 0,72856 0,70879 0,62578 0,69316 0,67635 

32, h  0,00431 0,01479 0,02324 0,00134 -0,01117 0,00920 

42,  h  1,08794 0,60237 1,14015 2,39899 1,31525 0,15000 

max,  h , % 7,19 5,55 8,63 4,24 2,67 1.95 

h , % 2,34 2,44 2,70 1,43 0,65 0,60 

12,  f  1,09098 1,75954 1,29097 1,70267 1,08420 1,66917 

22,  f  0,69721 0,55008 0,61086 0,57695 0,68191 0,53212 

32,  f  0,40641 0,15758 0,13012 0,14543 0,42080 0,17954 

42,  f  0,70822 0,81832 1,26025 0,87844 0,72241 0,96739 

max,  f , % 5.49 12,72 8,34 13,49 3,25 8,35 

 f , % 1,50 4,53 2,07 4,37 0,46 2,66 
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Как отмечалось ранее, все опубликованные в литературе инже-
нерные формулы для расчета теплообмена тестировались в основном 
по результатам экспериментальных исследований, характеризую-
щихся относительно высокой погрешностью. В связи с этим интерес-
ным оказалось оценить точность этих формул в тех же условиях, что 
и формулы (3). 

Объектом настоящего анализа являлись следующие широко ис-
пользуемые на практике формулы для расчета конвективного тепло-
обмена в критической точке сферы, обтекаемой воздушным потоком: 

упрощенный вариант формулы Фэя — Риддела [8] 

 
0,1

–0,6
, , 0 00= 0,76Pr 1–, 

  
     

w w
e e e sw n h

e e

q u h R ;            (5) 

формула Фэя — Риддела [8] для расчета теплообмена в термохи-
мически равновесном воздушном пограничном слое 

   
0,1

0,52
, , 0 00

–0,6=0,76Pr 1+ Le 1 1 ;(6),
w w D

e e e sw  n  h
e e e

h
q u – h – R h

    
           

       формула метода эффективной длины [5] для расчета теплообмена 
в термохимически равновесном воздушном пограничном слое 

 
–0,15

–2/3
,, , 0 00

1 1
= 0,76Pr + 1–

2 2

 
  

 
e e e sw n h hq R u h R ;         (7) 

формула для расчета теплообмена в термохимически равновес-
ном воздушном пограничном слое [5] 

 
1,08

, , 0 00= 1,05 1
1000 9,806

   
 
 

w  n  h
sph

V
q h – R

R
.               (8) 

Здесь Pr  — число Прандтля; Le  — число Льюиса;   — плотность 
и динамическая вязкость воздуха; , e su  — производная скорости газа 

на внешней границе пограничного слоя по координате s , отсчитыва-
емой вдоль образующей сферы; Dh  — теплота диссоциации молекул 
кислорода и азота: 

 
2 22

N, N , N, N ,O, O , O, O,D w w e ww w e wh = h – h C – C + h – h C – C    
   
   

, 

где ,i iC h  — массовая концентрация и энтальпия i -го вещества. 
Индексы ,w e  относятся соответственно к стенке и внешней гра-

нице пограничного слоя. 
Формула (6) предложена для случая < 1hR  и дает принципиально 

неправильные результаты при нарушении этого условия, поэтому ис-
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пользовали ее модификацию, в которой вместо параметра 00h  приме-

няли максимальные значения из набора 00h , 00 hh R . 

Результаты расчетов, выполненных по формулам (5) – (8), зави-
сят от подхода, применяемого для расчета свойств воздуха. В связи  
с этим согласно рекомендациям, предложенным в работе [5]: 

свойства воздуха, согласно уравнениям (6) – (8), рассчитывали по 
формулам: 

–8
0,3= 0,927 10
p

h
 


,  0= , F p h , 

где  0,F p h  — аппроксимационная зависимость [9] для расчета 

плотности воздуха, находящегося в состоянии термохимического 
равновесия; 

для чисел Прандтля и Льюиса использовали их значения, равные 
0,71 и 1,4 соответственно. 

Ниже приведены результаты тестирования формул (5) – (8) для 
всех вариантов расчета: 

Формула …… (5) (6) (7) (8) 

, maxh , % ....... 25,66 30,94 43,00 27,51 

 , % ............... 14,64 13,43 16,26 11,54 

Результаты тестирования формул (5) – (8) для вариантов расчета, 
ограниченных снизу значением числа Маха, равным 6: 

Формула …... (5) (6) (7) (8) 

, maxh  , % ..... 22,43 25,09 28,09 18,12 

 , % ............. 16,14 13,09 14,78 10,68 

Из анализа полученных данных следует: 
все опубликованные в литературе аналитические формулы для 

расчета теплообмена характеризуются примерно одинаковым уров-
нем погрешности вычисления; 

погрешность приведенных в литературе данных существенно 
возрастает при увеличении энтальпийного фактора в диапазоне его 
изменения, превышающем единицу;  

использование метода эффективной длины допустимо только для 
гиперзвукового режима обтекания полусферы; 

использование предложенного в работе [7] подхода к построению 
инженерных формул для расчета теплообмена позволяет снизить по-
грешность этого расчета примерно в 4 раза. 

Литературные данные по инженерным методам расчета напряже-
ния трения в окрестности критической точки сферы практически от-
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сутствуют. В этой связи можно сослаться только на работу [10], в ко-
торой приведена формула 

2/3
, , 0 , , 0Cr = 1,7Cr Prf n h n .                                 (9) 

Как отмечалось ранее, в случае пренебрежения зависимостью 
напряжения трения от энтальпийного фактора возможно появление 
недопустимо больших ошибок при расчете трения (см. табл. 1). По-
этому проводить анализ точности формулы (9) нецелесообразно, а 
единственно возможным способом получения надежных инженерных 
оценок напряжения трения в окрестности критической точки сферы 
является использование формулы (4). 

Выводы: 
1) установлено, что погрешность известных формул по конвек-

тивному теплообмену в окрестности критической точки сферы суще-
ственно выше, чем указано в многочисленных литературных источ-
никах; 

2) получена система аппроксимационных соотношений, позво-
ляющая по сравнению с известными формулами существенно (при-
мерно в 4 раза) снизить погрешность инженерного расчета конвек-
тивного теплообмена; 

3) впервые установлена существенная зависимость напряжения 
трения на стенке от температурного фактора и предложена система 
аппроксимационных соотношений, характеризующаяся погрешно-
стью не более 14 %, что приемлемо для большинства практических 
приложений. 
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Estimated accuracy of the analysis of convective 
heat transfer at the critical point of the sphere based 

on the research results 
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Russia 
2Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

 
The paper presents the results of systematic analysis of convective heat transfer and fric-
tion at the critical point of the sphere on the basis of the numerical solution of boundary 
layer equations. It is found that the error in known formulae is significantly higher than 
indicated in the literature. The system of relations characterized by an increased accura-
cy in the calculation of heat transfer and friction is offered. 
 
Key words: heat transfer, critical point, numerical methods, boundary layer 
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