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Статья посвящена описанию механизма упругого взаимодействия локальных микро-
дефектов, называемых дырками, которые образуются и накапливаются в зоне вы-
нужденной эластичности перед фронтом трещины разрушения в полимерах. Рассчи-
таны упругие поля дырок, их собственная упругая энергия, энергия взаимодействия 
дырок и сила их парного взаимодействия. Показано, что взаимодействие дырок при-
водит к тому, что каждая дырка окружена скоплением более мелких дырок. 
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Введение. Разрушение твердых тел, в частности полимеров и 

композитов на их основе, представляет собой процесс накопления 
внутренних микроповреждений до некоторого критического состоя-
ния [1–7]. Этот процесс локализован преимущественно в слабых ме-
стах структуры материала, где возникают очаги перенапряжений, в 
которых механическое напряжение значительно больше, чем вдали 
от них. Такими очагами прежде всего являются микро- и макротре-
щины [8–10]. В температурном диапазоне между температурой хруп-
кости и температурой квазихрупкости в линейных полимерах перед 
фронтом трещины под влияниям высоких напряжений развивается 
вынужденная эластическая деформация и образуется зона вынуж-
денной эластичности. Локальные микроповреждения в первую оче-
редь накапливаются в этой зоне.  

Локальные микродефекты упругих полимеров. Как было по-
казано в работе [7], при элементарном акте разрыва в месте происше-
ствия возникает локальная элементарная деформация типа расшире-
ния, а при элементарном акте рекомбинации — элементарная дефор-
мация типа стягивания. Элементарная деформация локализована в 
малом объеме 0v  около точки происшествия. По порядку величины 
объем 0v  равен объему, занимаемому кинетической единицей, участ-
вовавшей в элементарном акте, т. е. объему одной или нескольких 
химических связей, если флуктуационный элементарный акт был 
групповой. Определим упругое состояние, возникающее вследствие 
происшествия одного элементарного акта. Поместим начало коорди-
нат в точку происшествия и сделаем простейшее естественное пред-
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положение, что упругое поле смещений, порождаемое элементарным 
актом, сферически симметрично. Это означает, что вектор смещения  

  ( ) ( ) ,rr u r
r

=
ru   (1) 

т. е. зависит только от расстояния r  до центра и направлен вдоль ра-
диуса-вектора. При этом для элементарного акта разрыва функция 

( ) 0,ru r >  а для акта рекомбинации — ( ) 0.ru r <  Для определения 
поля смещений воспользуемся уравнением равновесия упругой сре-
ды, записанным в перемещениях [11, 12]: 

  1 grad div 0,
3

K G G⎛ ⎞+ + Δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

u u  (2)  

где K  — модуль объемного сжатия; G  — модуль сдвига;Δ  — опе-
ратор Лапласа. Подставляя в уравнение (2) выражение (1), после пре-
образований получаем 

  
2

2
2 2 2 0.r r

r
d u dur r u

drdr
+ − =  (3)  

Уравнение (3) представляет собой известное уравнение Эйлера. 
Его общее решение имеет вид 

  ( ) 1
22 .r

Cu r C r
r

= +   

При r →∞ функция ( ) 0,ru r →  следовательно, константа 2 0,C =  
т. е.  имеем  

  ( ) 2r
Cu r
r

=  (4)  

и, значит, вектор смещения  

  ( ) 3r
Cr
r

=u r  (5) 

или   

  ( ) 1grad .r C
r

= −u   

Элементарные акты разрушения (разрыва и рекомбинации) вы-
зывают дополнительные силы, действующие со стороны возникшего 
дефекта на ближайшее окружение. С макроскопической точки зрения 
это эквивалентно наличию некоторой объемной силы, приложенной  
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в месте расположения дефекта. Чтобы найти объемную плотность f
этих сил, воспользуемся уравнением равновесия  

  1 grad div 0.
3

K G G⎛ ⎞+ + Δ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

u u f  (6)  

Подставляя в уравнение (6) выражение (5), после преобразований 
получаем 

  ( )44 grad .
3

C K G⎛ ⎞= − π + δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

f r  (7)  

Здесь использовано соотношение 

  ( )1 4 ,
r

⎛ ⎞Δ = − πδ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r   (8)  

где ( )δ r  — трехмерная дельта-функция. 
Константа C  в формуле (7) является мерой мощности сингуляр-

ности, порождаемой элементарным актом, которая полностью опре-
деляется величиной объемом 0.v  Действительно, изменение объема 
среды, вызванное полем смещения (5),  

 0
1 1div divgradv dV C dV C dV
r r

⎛ ⎞= = − = − Δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫u  

 ( )4 4 .C dV C= πδ = π∫ r  (9)  

Интегрирование уравнения (9) проводится по всему объему сре-
ды, в данном случае по объему зоны вынужденной эластичности. Но 
поскольку поле смещений (4) быстро убывает с расстоянием от цен-
тра, то фактически интегрирование распространяется только на бли-
жайшую окрестность центра. Следовательно, объем 0v  —  объем 
сферы действия элементарного акта, т. е. можно сказать, что 0v  — 
объем одного элементарного акта (разрыва или рекомбинации). То-
гда из формулы (9) следует, что константа C  с точностью до множи-
теля равна объему элементарного акта, т. е. 

  0
1 .

4
C v=

π
 (10)  

Таким образом, элементарные акты разрыва и рекомбинации ло-
кально изменяют объем окрестности места происшествия. Подставив 
теперь константу C в (10), получим 

  ( ) 0
3

1
4

v
r

=
π

u r r  (11) 
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или 

  ( ) 0
1 1grad ,

4
u

r
=

π
u r   

 ( ) ( )0
4 grad .
3

v K G⎛ ⎞= − + δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

f r r   

При элементарном акте рекомбинации созданная им деформация 
связана со смещением ближайших атомов навстречу один другому, 
стремясь как бы «залечить» образовавшийся дефект. При элементар-
ном акте разрыва, наоборот, смещение ближайших атомов направле-
но от центра вследствие декомпенсации сил межатомного притяже-
ния. Иными словами, при элементарном акте разрыва константу C  и 
элементарный объем 0v  нужно считать положительными, а при акте 
рекомбинации — отрицательными. 

Локальное поле упругого смещения, возникающее при элемен-
тарных актах, порождает такие же локальные поля деформаций и пе-
ремещений. Локальная деформация, возникающая при элементарных 
актах, определяется через поле смещений обычным образом [2, 13]: 

  ( )1 ,
2ik i k k iu uη = ∇ +∇   (12)  

где символом ∇  обозначен оператор дифференцирования по про-

странственным координатам; .i
ix

∂
∇ =

∂
 Подставляя в формулу (12) 

выражение (11), получаем 

  0
3 53 .

4
ik i k

ik
v x x

r r
δ⎛ ⎞η = −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

  (13)  

Здесь ikδ  — символ Кронекера (единичный тензор второго ранга);  
ix  — координаты радиуса-вектора ,r  направленного из места про-

исшествия элементарного акта в точку наблюдения. Из формулы 
(13), в частности, следует, что след тензора элементарной деформа-
ции 0,kkη = значит, эта деформация представляет собой чистый 
сдвиг. Для того чтобы получить элементарный тензор напряжений, 
воспользуемся законом Гука: 

  12 .
3ik ll ik ik ll ikT K G ⎛ ⎞= η δ + η − η δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (14)  

Подставив в формулу (13) выражение (14), получим тензор на-
пряжений 
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  0
3 53 .

2
ik i k

ik
v x xT G

r r
δ⎛ ⎞= −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

 (15)  

Из формулы (15) также следует, что поле напряжений чисто 
сдвиговое. 

Необходимо сделать два важных замечания. Во-первых, упругое 
состояние элементарного акта (т. е. поля смещений, деформаций и 
напряжений) локально, т. е. сосредоточено в малой окрестности точ-
ки его происшествия. Во-вторых, локальные акты разрыва и реком-
бинации происходят флуктуационно, т. е. случайно. Из этого следует, 
что возникающие упругие поля смещений, деформаций и напряже-
ний также случайно флуктуируют во времени и пространстве. 

В теории упругости источник упругого состояния, описываемый 
приведенными выше формулами (плотность объемных сил, смеще-
ния, деформации и напряжения) называют центром дилатации [14, 
15]. Каждый элементарный акт разрушения создает случайный вре-
менный центр дилатации, имеющий некоторое конечное время суще-
ствования. 

Упругое взаимодействие дырок. Дырки в зоне вынужденной эла-
стичности возникают в результате флуктуационного распада слабых 
узлов несущего каркаса и являются стабильными дефектами, создавая 
собственное упругое поле [2]. Слабый узел, расположенный в некото-
рой точке M , т. е. потенциальная дырка в этой точке, содержит 

( ) ( ) ( )0 0n M M V Mδ = Ωρ δ  несущих элементов, каждый из которых 
при элементарном акте разрыва создает центр дилатации. Поэтому дыр-
ка эквивалентна скоплению 0nδ  точечных центров дилатации. Их упру-
гие поля, т. е. смещения, деформации и напряжения, аддитивно сумми-
руются. При этом дырка может иметь неправильную форму, необяза-
тельно сферическую. Если поместить начало координат в какую-либо 
геометрическую точку дырки — «центр» дырки, упругое поле смеще-
ний, создаваемое дыркой, будет описываться соотношением 

  ( ) 0 0
1 1 .

4i ik ku v n
r

⎛ ⎞= − δ Ω ∇ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠
r  (16)  

Здесь симметричный тензор ik kiΩ = Ω  — форм-фактор дырки — 
определяет ее геометрическую форму. Как и всякий симметричный 
тензор второго ранга, он может быть приведен к главным осям. 
Направление главных осей и главные значения тензора ikΩ  характе-
ризуют отличие формы дырки от сферической. Для симметричной 
сферической дырки все три главных значения равны и форм-тензор 

ikΩ  в любой системе координат пропорционален единичному тензо-
ру, т. е. .ik ikΩ = δ  Различные случаи неравенства главных значений 
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определяют разную степень отличия дырки от сферической формы. В 
принципе дырка может иметь сколь угодно сложную форму, вплоть 
до чечевицеобразной внутренней субмикротрещины. 

Чтобы получить собственное поле деформаций дырки, подставим 
формулы (16) в выражение типа (12), тогда 

 0 0 3 5
1 3 .

4
j kik

ik i j
x x

v n
r r
Ω⎛ ⎞ε = δ − Ω⎜ ⎟π ⎝ ⎠

 

Собственное поле напряжений, согласно закону Гука, определя-
ется следующим соотношением: 

 0 0 3
1 2 12

4 3ik nn ik ikv n K G G
r

⎧⎡ ⎤⎛ ⎞σ = δ − Ω δ + Ω −⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
 

 5
23 2 .
3

j k
l j ik ik l k

x x
K G G

r
⎫⎡ ⎤⎛ ⎞− − Ω δ + Ω δ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

 (17)  

След тензора деформации дырки  

  0 0 3 5
1 3 ,

4
j kkk

kk kj
x x

v n
r r
Ω⎛ ⎞ε = δ − Ω⎜ ⎟π ⎝ ⎠

  (18) 

след тензора напряжений 

  0 0 3 5
3 3 .
4

j kkk
kk jk

x xK v n
r r
Ω⎛ ⎞σ = δ − Ω⎜ ⎟π ⎝ ⎠

   

Неравенство нулю следа тензора деформаций говорит о том, что, 
в отличие от упругого поля одиночного центра дилатации, собствен-
ное упругое поле несимметричной (несферической) дырки не являет-
ся чисто сдвиговым — в каждой точке области своего действия это 
поле вызывает изменение объема упругой среды. След тензора 
напряжений определяет в каждой точке среднее гидростатическое 
давление 

  0 0 0 3 5
1 3 .
3 4

j kkk
kk jk

x xKp v n
r r
Ω⎛ ⎞= − σ = − δ − Ω⎜ ⎟π ⎝ ⎠

  

Отличие тензора напряжений (17) от этого выражения свидетель-
ствует о наличии в среде сдвиговых напряжений, создаваемых дыр-
кой. Если дырка симметричная (сферическая), то ij ijΩ = δ  и 

  
0 0 3 5

0 0 3 5

1 3 ,
4
1 3 .

2

ik i k
ik

ik i k
ik

x xv n
r r

x xGv n
r r

δ⎛ ⎞ε = δ −⎜ ⎟π ⎝ ⎠
δ⎛ ⎞σ = δ −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

  (19) 
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В этом случае собственное упругое поле дырки чисто сдвиговое: 
0,kk kkε = σ =  и вызывает в каждой точке только изменение формы, 

но не объема. Таким образом, сферическая дырка эквивалентна  
центру дилатации, только увеличенной мощности. 

Мы установили, что дырка является источником собственного 
упругого поля, которое описывается приведенными ранее формулами 
для смещений, деформаций и напряжений. Упругое поле дырки фор-
мируется по мере распада соответствующего слабого узла несущего 
каркаса. Дырка является стабильным дефектом, ее упругое поле ста-
бильно и не подвержено случайным флуктуациям. 

Вычислим энергию собственного упругого поля дырки. Ограни-
чимся симметричной (сферической) дыркой. При рассмотрении об-
щего случая несимметричной дырки резко усложняются промежу-
точные алгебраические преобразования, которые не вносят ничего 
нового в окончательные выводы. Как известно, плотность упругой 
энергии деформированного тела  

  1 .
2 ik ikϕ = ε σ  (20)  

Подставив в формулу (20) выражение (19), после преобразований 
получим 

  ( ) ( )22
0 02 6

3 .
8

Gv n
r

ϕ = δ
π

r   

Ясно, что плотность упругой энергии поля дырки быстро убывает 
с расстоянием от нее. Кроме того, она сильно зависит от мощности 
слабого узла, на месте которого возникла. Теперь, проинтегрировав 
по всему окружающему дырку объему, определим полную энергию 
собственного упругого поля дырки: 

  ( ) ( )
2

22
0 02 4

0 0

3 sin
8 a

drdV v n G d d
r

π π ∞

Φ = ϕ = δ ϕ θ θ =
π∫ ∫ ∫ ∫r   

 ( )2
0 0 3

1 .
2

Gv n
a

= δ
π

  

Здесь интегрирование ведется по сферическим координатам; a  — 
диаметр дырки. Из этих формул следует, что 90 % энергии собствен-
ного поля дырки сосредоточено в ее окрестности радиусом, равным 
удвоенному диаметру дырки 2a . Это означает, что сфера влияния 
дырки простирается не больее чем на два ее диаметра. Этот вывод 
остается в силе и для дырки произвольной формы. 
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Итак, мы установили, что дырка является источником внутрен-
них напряжений. С макроскопической точки зрения она эквивалентна 
распределению объемных сил плотностью 

 ( )0 0
4 ,
3i ik kf K G v n⎛ ⎞= − + δ Ω ∇ δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
r  (21) 

для сферической дырки плотность  

( )0 0
4 grad ,
3

f K G v n⎛ ⎞= − + δ δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r   

где r  — радиус-вектор, направленный в точку наблюдения из неко-
торого центра дырки, куда помещено начало координат. 

Свойство дырки играть роль источника упругого поля является 
основным при описании в дальнейшем взаимодействия дырок. Для 
этого необходимо переписать формулу (21), перейдя в ту систему ко-
ординат, в которой мы рассматриваем зону вынужденной эластично-
сти. В этой системе начало координат находится в вершине трещины, 
а ось абсцисс направлена перпендикулярно фронту трещины. Если 
дырка находится в некоторой точке ,M  ее положение определяется 
радиусом-вектором 0.r  Точка наблюдения определяется радиусом-
вектором .r  Тогда плотность объемных сил, создаваемых дыркой в 
точке ( )0 ,M r  имеет вид 

( ) ( )0 0 0
4 grad .
3

K G v n M
M

⎛ ⎞= − + δ δ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

rf r r  

Образование дырки, т. е. микрополости, в зоне эластичности вы-
зывает локальное изменение силовых связей между соседними ато-
мами в ближайшей окрестности дырки. Силовые межатомные связи 
определяют в конечном итоге модули упругости среды. Поэтому при 
макроскопическом описании дырки изменение силовых связей мож-
но смоделировать локальным изменением упругих модулей. Для изо-
тропной среды тензор модулей упругости [5] 

  ( )2 ,
3ijk l ij kl ik jl il jkC K G G⎛ ⎞= − δ δ + δ δ + δ δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

т. е. в этом случае упругое состояние характеризуется двумя констан-
тами — модулем объемного сжатия K  и модулем сдвига .G  Возму-
щенный тензор упругости запишем в виде 

  ( )0 ,ijkl ijkl ijklC C C′ = + ϑΔ δ −r r  (22)  

где возмущение тензора модулей упругости ijklC   
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  ( )2 .
3ijkl ij kl ik jl il jkC K G G⎛ ⎞Δ = Δ − Δ δ δ + Δ δ δ + δ δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (23)  

В формулах (22), (23) KΔ  и GΔ  — возмущения объемного моду-
ля и модуля сдвига; ϑ  — множитель размерности объема, по поряд-
ку величины равный объему дырки, ;Vϑ ≈ δ  дельта-функция показы-
вает, что возмущение упругих модулей локализовано в точке ( )0 ,M r
т. е. в месте нахождения дырки. 

Таким образом, дырка представляет собой как сосредоточенный 
источник объемной силы, так и локальную неоднородность. 

Рассчитаем энергию взаимодействия дырки с внешним упругим 
полем. Для этого найдем работу А, производимую силами внутрен-
них напряжений в зоне эластичности при изменении вектора дефор-
мации u  на величину .δu По определению, 

 ( ) .ik k i i ik k
S V

A u dS u dVδ = σ δ = ∇ σ δ∫ ∫  

Интегрирование в левой части проводится по границе S  зоны эла-
стичности,  а преобразование в интеграл — по объему этой зоны V  с 
помощью теоремы Остроградского — Гаусса. Выполнив в правой части 
преобразование, используя тождество 

  ( ) ( ) ,i ik k i ik k ik i ku u u∇ σ δ = ∇ σ δ + σ ∇ δ   

получим  

  ( ) .i ik k ik i k
V V

A u dV u dVδ = ∇ σ δ + σ ∇ δ∫ ∫    (24)  

Для вычисления первого интеграла применим уравнение равно-
весия упругой среды зоны эластичности в виде 

  0i ik kf∇ σ + =   

и выражение для плотности объемной силы (21). Тогда 

 ( )i ik k k k
V V

u dV f u dV∇ σ δ = − δ =∫ ∫   

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0
4 .
3 k l l k

V

K G v M V M M u dV⎛ ⎞= + ρ δ Ω ∇ δ − δ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ r r  (25)  

Для вычисления этого интеграла используем тождество  

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 .l k l k l ku u u∇ δ − δ = ∇ δ δ − − ∇ δ δ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦r r r r r r   
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Затем интеграл разобьем на два, первый из них преобразуем в инте-
грал по границе зоны эластичности, и он оказывается равным нулю. 
Так как дельта-функция в точках граничной поверхности равна нулю, 
используем также тождество 

  .kl l k lk lkuΩ ∇ δ = Ω δε   

В результате интеграл (25) оказывается равным следующему ин-
тегралу: 

  ( ) ( ) ( )0 0
3 .
4i ik k ik ik

V

u dV K G v n M M⎛ ⎞∇ σ δ = − + δ Ω δε⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   (26)  

В формуле (26) деформация ikε  и вариация ikδε  определяются в 
точке нахождения дырки и относятся к внешнему полю, созданному 
внешними силами, не причастными к дырке. 

Для вычисления второго интеграла (24) воспользуемся равен-
ством 
  ,ik ik ik i kuσ ε = σ ∇   
которое запишем в виде 

  .ik i k ik ik
V V

u dV dVσ ∇ δ = σ δε∫ ∫  (27) 

Согласно закону Гука, имеем 
  ,ik i jk lm lmC′σ = ε  (28) 

где тензор модулей упругости i jk lmC′  определен в формуле (22). Если 
упругая среда однородная, модули K  и G  не зависят от координат. 
Дырка создает локальную неоднородность упругих модулей, в ре-
зультате чего модули K  и ,G  а также тензор упругости i jk lmC  зави-
сят от координат в соответствии с формулами (22), (23). Подставляя 
их в соотношение (28), а затем в интеграл (27) получаем 

 ( )0ik ik i jk lm lm ik i jk lm lm ik
V V V

dV C dV C dVσ δε = ε δε + ϑΔ ε δε δ − =∫ ∫ ∫ r r   

 ( ) ( )0 0 .ik lm lm ik ik lm lm ik
V

C dV C= ε δε + ϑΔ ε δε∫ r r  (29) 

Подставив теперь интегралы (26) и (29) в формулу (24), получим 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0
4
3 ik ik

ik lm lm ik ik lm lm ik
V

A K G v n M M M

C M M C dV

⎛ ⎞δ = − + δ Ω δε +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ϑΔ ε δε + ε δε∫
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или, используя соотношение 

 ( )1 ,
2ik lm lm ik ik lm lm ikC Cε δε = Δ δ ε ε  

окончательно имеем 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0
1 4
2 3

1 .
2

ik lm lm ik ik ik
V

ik lm lm ik

A C dV K G v n M M M

M C M M

⎡ ⎛ ⎞δ = δ ε ε − + δ Ω ε +⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢⎣

⎤+ ϑ Δ ε ε ⎥⎦

∫
  

Если деформация происходит при постоянной температуре, рабо-
та Aδ  равна изменению свободной энергии зоны эластичности: 

.A dFδ = −  Поэтому свободная энергия зоны эластичности с дыркой  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0
1 4
2 3

1 .
2

ik lm lm ik ik ik
V

ik lm lm ik

F F T C dV K G v n M M M

M C M M

⎛ ⎞= − ε ε + + δ Ω ε −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ϑ Δ ε ε

∫
 

Здесь ( )0F T  — свободная энергия зоны вынужденной эластичности 
с дыркой при отсутствии внешнего поля. Второе слагаемое (объем-
ный интеграл) равно энергии упругого поля зоны эластичности без 
дырки. Следовательно, два последних слагаемых определяют энер-
гию взаимодействия дырки с внешним упругим полем: 

 ( ) ( ) ( )вз 0 0
4
3 ik iku K G v n M M M⎛ ⎞= + δ Ω ε −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 ( ) ( ) ( )1 .
2 ik lm lm ikM C M M− ϑ Δ ε ε  (30) 

Подставим в выражение (30) ik lmCΔ  из формулы (23) и получим 

 ( ) ( ) ( )вз 0 0
4
3 ik iku K G v n M M M⎛ ⎞= + δ Ω ε −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 .
2 3 k k i jM K G M M G M⎛ ⎞− ϑ Δ − Δ ε − ϑ Δ ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (31) 

Формула (31) определяет энергию взаимодействия несимметрич-
ной дырки, находящейся в точке ( )0 ,M r  с внешним упругим полем. 
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Воздействие упругого поля зоны эластичности на дырку проявляется 
в том, что на нее действует сила, которая определяется как 
  вз.F u= −∇  (32) 

Дифференцируя выражение (32), получаем 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0
4
3

2
3

2 .

j ik j ik

k k j k k

ik j ik

F K G v n M M M

M K G M M

M G M M

⎛ ⎞= − + δ Ω ∇ ε +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ϑ Δ − Δ ε ∇ ε +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ϑ Δ ε ∇ ε

  

Для симметричной сферической дырки при ik ikΩ = δ  имеем 

 ( ) ( )вз 0 0
4Ф
3 k kK G v n M M⎛ ⎞= + δ ε −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 ;
2 3 k k ijM K G M M G M⎛ ⎞− ϑ Δ − Δ ε − ϑ Δ ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (33) 

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0
4
3

2
3

2 .

j j k k

k k j k k

ik j ik

F K G v n M M

M K G M M

M G M M

⎛ ⎞= − + δ ∇ ε +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+ϑ Δ − Δ ε ∇ ε +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ϑ Δ ε ∇ ε

  

Из этих формул следует, что сила, действующая на дырку, опре-
деляется пространственной неоднородностью внешнего деформиро-
ванного поля. В зоне вынужденной эластичности перед фронтом 
трещины устанавливается однородное напряженно-деформационное 
состояние [1]. В таком поле сила, действующая на дырку, равна ну-
лю. Следовательно, среда зоны вынужденной эластичности после 
установления в ней однородной равновесной вынужденной эластиче-
ской деформации не воздействует на дырку. На дырку воздействуют 
только окружающие ее дырки. 

Теперь определим энергию и силу парного взаимодействия ды-
рок, рассмотрев одну дырку в упругом поле другой дырки. Энергия 
взаимодействия первой дырки с полем второй и будет энергией вза-
имодействия дырок. Ограничимся двумя симметричными дырками в 
точках 1M  и 2,M  тогда все формулы сильно упрощаются. Энергия 
взаимодействия инвариантна относительно выбора системы коорди-
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нат. Поэтому для упрощения промежуточных преобразований поме-
стим начало координат в дырку 2 ,M  а ось абсцисс направим вдоль 
прямой, соединяющей дырки, от точки 2M  к точке 1.M  Две другие 
оси выбираем в плоскости, перпендикулярной этой оси. Расстояние 
между дырками обозначим ,R  тогда координаты радиус-вектора 

( ),0,0R=R  или 1 .i iR R= δ  Поле деформаций, созданное дыркой 2M  
в точке 1,M  найдем из формулы (19): 

  ( ) ( )1
0 0 2 1 1 3

2

1 1 .
4ik ik i k

M v n M
M R

⎛ ⎞
ε = δ δ − δ δ⎜ ⎟ π⎝ ⎠

  

Подставим это выражение в формулу (33) и после преобразова-
ний имеем 

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 20

вз 1 2 1 1 0 22 6
3 1, .
8

vu M M M G M n M
R

= − ϑ Δ δ⎡ ⎤⎣ ⎦π
  (34) 

Формула (34) получена исходя из условия, что дырка 1M  находится 
в поле дырки 2.M  Но обе дырки равноправны, поэтому можно рас-
смотреть дырку 2M  в поле дырки 1M . Тогда получим формулу, анало-
гичную описанной выше, если только в ней поменять местами величи-
ны 1M  и 2.M  В этих двух формулах дырки несимметричные — одна из 
них выступает как источник поля, а вторая — как локальная неодно-
родность. Симметричная формула представляет собой их полусистему: 

  
( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) }

2
20

вз 1 2 1 1 0 22

2
2 2 0 1 6

3,
16

1 .

vu M M M G M n M

M G M n M
R

= − ϑ Δ δ +⎡ ⎤⎣ ⎦π

+ϑ Δ δ⎡ ⎤⎣ ⎦

  

При этом энергия взаимодействия дырок в зоне эластичности об-
ратно пропорциональна шестой степени расстояния между ними. 

Силу, действующую на дырку 1M  со стороны дырки 2,M  найдем 
как 

 
1 1 взgradM M u= −F  

или 

  
( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) }
1

2
20

1 1 0 22

2
2 2 0 1 8

9
8

.

M
vF M G M n M

M G M n M
R

= − ϑ Δ δ +⎡ ⎤⎣ ⎦π

+ϑ Δ δ⎡ ⎤⎣ ⎦
R
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Сила, действующая на дырку 2M  со стороны дырки 1,M  равна 

 
2 1

,M M= −F F   

т. е. между дырками действует сила притяжения, которая тем больше, 
чем меньше расстояние между ними. При тепловом движении дырки 
становятся подвижными, что позволяет им сблизиться вплоть до их 
слияния. 

Ранее мы установили, что собственное упругое поле дырки про-
стирается на расстояние, не превышающее двух диаметров дырки. 
Это означает, что дырки начинают взаимодействовать (притягиваться 
одна к другой), когда расстояние между ними 1 22 ( )R a a≤ +  (где 1a  и 

2a  — диаметры дырок). На больших расстояниях можно считать, что 
они не взаимодействуют. Размер дырки определяется мощностью 
слабого узла несущего каркаса, на месте которого она образовалась, 
т. е. величиной 0.nδ  При расстояниях между дырками, меньших ука-
занных выше, упругие поля дырок начинают перекрываться, и чем 
больше степень перекрытия, тем выше сила притяжения дырок. Если 
дырки имеют разные размеры, упругое поле более мощной дырки 
имеет больший радиус действия. Маленькая дырка может оказаться 
целиком в поле большой. В то же время упругое поле маленькой 
дырки «не достает» поле большой. Соответственно большая дырка 
может захватить маленькую или инициировать ее возникновение и 
удерживать силой притяжения. Поэтому около большой дырки обра-
зуется скопление из маленьких дырок. 

Определим напряжения в пространстве между дырками. Рас-
смотрим систему из двух дырок и рассчитаем напряжения на линии 
их соединения. Каждая из дырок создает собственное поле напряже-
ний, определяемое формулой (17). В выбранной системе координат 
тензор напряжений, создаваемых дыркой 2,M  

  ( ) ( )2 3
0 0 2 1 1

1 3 .
2

M
ik i kik Gv n M r−σ = δ δ − δ δ

π
  

Аналогично тензор напряжений, создаваемых дыркой 1M ,  

  ( ) ( )( )1 3
0 0 1 1 1

1 3 .
2

M
ik i kik Gv n M R r −σ = δ δ − δ δ −

π
  

В пространстве между дырками упругие напряжения, создавае-
мые ими, аддитивно суммируются. Поэтому напряжения на линии, 
соединяющей дырки, в некоторой точке r  этой линии  
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  ( ) ( ) ( ) ( )3 3
0 0 1 0 2 1 1

1 3 .
2ik ik i kGv n M R r n M r− −⎡ ⎤σ = δ − + δ δ − δ δ⎣ ⎦π

  

Распишем этот тензор покомпонентно: 

  ( ) ( ) ( )3 3
11 0 0 1 0 2

1 ,Gv n M R r n M r− −⎡ ⎤σ = − δ − + δ⎣ ⎦π
  

  ( ) ( ) ( )3 3
22 33 0 0 1 0 2

1 ,
2

Gv n M R r n M r− −⎡ ⎤σ = σ = δ − + δ⎣ ⎦π
  (35)   

12 13 23 0.σ = σ = σ =   

Кстати, на линии, соединяющей дырки, тензор напряжений ока-
зался диагональным, а это свидетельствует о том, что он приведен к 
главным осям, и выбранные направления координатных осей являются 
главными направлениями тензора. Как следует  из первой формулы 
(35), нормальные напряжения 11,σ  действующие вдоль линии, соеди-
няющей дырки, отрицательны, т. е. являются напряжениями сжатия. 
Это понятно, так как между дырками действует сила притяжения и по-
этому среда между ними в зоне эластичности испытывает в этом 
направлении сжатие. В поперечных направлениях, наоборот, действу-
ют растягивающие напряжения. При уменьшении расстояния R  меж-
ду дырками все компоненты напряжения возрастают. Наоборот, при 
увеличении значения R  напряжения быстро убывают, и, когда дырки 
перестают взаимодействовать, их напряжения равны нулю. 

Анализ формул (35) показывает, что поперечные растягивающие 
напряжения 22 33σ = σ  достигают наибольших значений на поверхно-
сти дырок, точнее, на их экваторах, и являются касательными к по-
верхности дырок. Если дырки расположены на расстоянии, меньшем 
удвоенной суммы их диаметров, их упругие поля перекрываются, и 
напряжение в пространстве между ними равно сумме парциальных 
напряжений. Касательные напряжения на экваторах дырок возраста-
ют, причем тем больше, чем ближе между собой расположены дыр-
ки. Напряжения на линии, соединяющей дырки, также превышают 
парциальные напряжения, но межу дырками есть «ямка» напряже-
ний. В разные стороны от «ямки» напряжения увеличиваются. Поло-
жение «ямки» сдвинуто в сторону меньшей дырки тем больше, чем 
больше различаются дырки. Если размеры и мощность одной дрыки 
намного больше, чем у другой, то, несмотря на то, что парциальные 
напряжения убывают с расстоянием в соответствии с законом 3,r−≈  
напряжения большой дырки на одном и том же расстоянии r  превы-
шают напряжения малой дырки. Это приводит к тому, что касатель-
ные к экватору напряжения 22 33σ = σ  на поверхности маленькой 
дырки значительно возрастают, и тем больше, чем меньше расстоя-
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ние между дырками и чем больше различаются дырки. В частности, 
при достаточном сближении дырок напряжение на поверхности ма-
лой дырки может превысить критическое (предел прочности на раз-
рыв). Тогда возможно возникновение локального разрыва на поверх-
ности малой дырки навстречу большой. У маленькой дырки возника-
ет острый «клювик», который становится концентратором напряже-
ния (локальным усилителем напряжения) и стимулирует продвиже-
ние клювика-надрыва дальше. Если этот микроразрыв перейдет «ям-
ку» напряжений, он попадет в область увеличивающихся поперечных 
растягивающих напряжений, которые стимулируют дальнейшее 
ускоряющееся продвижение микроразрыва с превращением его в 
микротрещину; все это заканчивается быстрым «проскакиванием» 
зародившегося микоразрыва в трещинку-канал, связывающий дырки. 
Происходит так называемый пробой прослойки между дырками. 
Дырки в буквальном смысле оказываются «связанными одной вере-
вочкой». Возможны и другие ситуации. Образовавшийся микрораз-
рыв не развивается в трещинку-канал или останавливается на полпу-
ти, не достигая второй дырки. Возможно образование микроразрыва 
между дырками с последующим развитием в канал или стабилизаци-
ей в виде чечевицеобразной субмикротрещины. Вся эта сложная кар-
тина регулируется соотношением между размерами и мощностью 
дырок и расстоянием между ними. Таким образом, существует неко-
торое критическое сближение дырок, при котором между ними про-
скакивает трещинка-канал. Это критическое расстояние определяется 
соотношением размеров и мощностей дырок. 

Выводы. 
1. Элементарные акты разрушения, обусловленные актами раз-

рыва и рекомбинации химических связей несущего молекулярного 
каркаса, создают в малой окрестности упругое поле, которое является 
возмущением на фоне макроскопического упругого поля напряжен-
ного материала; 

2. Найдено поле смещений, деформаций и напряжений элемен-
тарного точечного дефекта; 

3. Показано, что cкопление точечных дефектов в слабом узле не-
сущего молекулярного каркаса образует макроскопический дефект;  

4. Рассчитаны упругие поля дырок, их собственная упругая энергия, 
энергия взаимодействия дырок и сила их парного взаимодействия; 

5. Показано, что каждая дырка окружена скоплением более мел-
ких дырок. 
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Force elastic fields of local microdefects in strained  
polymers and composites based on them 

 
A.A. Valishin1, T.S. Mironova2 

1 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
2 Lomonosov Moscow State University of Fine Chemical Technologies, Moscow,  
  119571, Russia 

The article describes the mechanism of the elastic interaction between local micro-
defects, called holes, which are formed and accumulated in the area of forced elasticity 
in front of the crack fracture in polymers. We calculated the elastic fields of holes, their 
own elastic energy, interaction energy of holes and the strength of their pair interaction. 
It is shown that the interaction between the holes leads to the fact that each hole is sur-
rounded by a cluster of smaller holes. 

Keywords: elastic fields, local microcracks, strained polymers and composites. 
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