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Предложен метод расчета динамической устойчивости цилиндрической оболочки 
при нагружении внешним избыточным давлением, распределенным по ее поверхно-
сти. В качестве примера рассмотрен случай, когда давление меняется в соответ-
ствии с линейным законом. 
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Введение. Рассмотрена динамическая устойчивость цилиндриче-

ской оболочки, находящейся под действием внешнего избыточного 
давления, изменяющегося во времени. Отметим, что если прогибы 
сравнимы с толщиной оболочки, задачу следует решать в нелинейной 
постановке.  

Оценка давления, действующего на поверхность оболочки. Диа-
грамма стрела прогиба — нагрузка для цилиндрической оболочки пред-
ставлена на рис. 1 [1–5]. Исследуя равновесные формы при статическом 
нагружении, получаем на диаграмме стрела прогиба — нагрузка линию 
с верхней вp  и нижней нp  критическими точками. Если нагрузка быст-
ро возрастает во времени, внешние силы могут достигать уровня как 
нижней, так и верхней критических нагрузок (участок 0K), причем на 
начальном участке в( )p p  будут происходить колебания вокруг рав-
новесных форм, характеризующихся малыми прогибами. Затем оболоч-
ка скачкообразно перемещается к равновесным положениям с больши-
ми прогибами (участок KN). Далее начинаются колебания вокруг этих 
новых равновесных форм, имеющих ярко выраженный нелинейный ха-
рактер. Этот процесс так называемого хлопка оболочки при быстро воз-
растающей нагрузке будем называть динамическим выпучиванием или 
динамической потерей устойчивости, а нагрузку, соответствующую 
моменту хлопка, — критической динамической  нагрузкой д.p  Условно 

эта нагрузка определяется как абсцисса точки M перегиба  кривой 1, т. е. 
точки, соответствующей наибольшей скорости выпучивания оболочки.  

До сих пор предполагалось, что приложенная к оболочке нагруз-
ка возрастает во времени, а прощелкивание оболочки происходит на 
восходящей ветви нагружения. Если нагрузка возрастает до некото-
рого значения д д( )p p   и затем уменьшается согласно некоторому 
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закону, то в зависимости от скорости уменьшения падения нагрузки 
оболочка либо возвращается в исходное состояние, либо осуществля-
ется прощелкивание оболочки на нисходящей ветви нагружения. 
Предполагается, что прощелкивание оболочки происходит, если 
наибольший прогиб дf  достиг статического прогиба ст ,f  соответ-

ствующего нагрузке д ,p  что позволяет выяснить, возникнут ли при 

динамическом нагружении, совершающемся по сложной программе, 
заметные остаточные деформации.  

 

Рис. 1. Диаграмма стрела прогиба — нагрузка для цилиндрической оболочки:  
1 — статическое нагружение; 2 — динамическое нагружение (восходящая ветвь);  

3 — динамическое нагружение (нисходящая ветвь)  
 
Уравнения, выражающие компоненты деформаций срединной 

поверхности оболочки в соответствии со схемой внутренних сил и 
моментов, приведенной на рис. 2, имеют вид [6–8] 
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где 1,  2  — деформации растяжения (сжатия) в осевом и кольцевом 
направлениях; — деформация сдвига; , ,u w  — компоненты де-

формации оболочки по осям x, y, z; 1 2,k k  — главные кривизны по-

верхности; 1,   2  — деформация изгиба в осевом и кольцевом 

направлениях; 3  — деформация кручения. 
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Рис. 2. Схема внутренних сил и моментов в произвольном сечении  
оболочки 

 
Эти величины связаны уравнением совместности деформаций 
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При этом соотношение Гука можно представить следующим об-
разом:  
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Здесь 1 2, ,  — нормальные и касательные напряжения в срединной 
поверхности оболочки; E, — модуль упругости и коэффициент 
Пуассона материала оболочки. 

Уравнения равновесия произвольного элемента оболочки можно 
записать в виде  
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где   — толщина оболочки; q — интенсивность действующей попе-
речной нагрузки. 

При решении задачи устойчивости в качестве q рассматривают 
суммарную проекцию основных сил , ,x yp p s  на направление нор-

мали к поверхности оболочки. Тогда 
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Положительными считают силы, увеличивающие параметры кривиз-
ны, в частности, силы xp  и yp  положительные, если они являются 

сжимающими.  
Введя в уравнение совместности деформаций (1) напряжения из 

соотношений теории упругости, получаем  
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Выразив в формулах (2) и (3) напряжения 1 2, ,    через функ-
цию напряжений Ф в виде 
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Поскольку для цилиндрической оболочки 1 20, 1 ,k k R   урав-
нения (4) принимают вид 
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Если оболочка до нагружения имеет начальные прогибы 0( , ),w x y  
то выражения для деформаций имеют следующий вид: 
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Здесь w  — полный прогиб оболочки. 
С учетом выражений (6) уравнения (5) можно представить в виде 
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В случае подкрепленных оболочек можно считать, что ребра 
жесткости (продольные — стрингеры и поперечные — шпангоуты) 
расположены достаточно часто так, что конструкцию можно рас-
сматривать как ортотропную с приведенными жесткостями в про-
дольном и кольцевом направлениях. Тогда, принимая, что главные 
направления жесткости совпадают с линиями главных кривизн обо-
лочки, а жесткость на кручение подкрепляющих элементов мала, 
вместо уравнений (7) получаем 
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 — приведенная жесткость оболочки на кру-
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c ш,b b  —  шаг стрингеров и шпангоутов). 
При решении динамической устойчивости следует учитывать 

инерционные нагрузки, соответствующие нормальному прогибу w
оболочки. Согласно работам [9–11], инерционные нагрузки, соответ-
ствующие перемещениям u  и  в срединной поверхности, можно не 
учитывать, не внося при этом существенных погрешностей в оконча-
тельный результат. Тогда с учетом сил инерции, соответствующих 
перемещению, справедливы следующие исходные уравнения нели-
нейной теории для оценки динамической устойчивости оболочек: 
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для конструктивно ортотропной оболочки 
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Здесь 1  — удельная масса материала оболочки. 
Уравнения (8) и (9) позволяют оценить устойчивость оболочки 

при динамическом нагружении, соответствующем различным рас-
четным случаям. 

Рассмотрим цилиндрическую оболочку под действием внешнего 
давления, распределенного по ее поверхности. Предполагается, что 
торцевые шпангоуты шарнирно скреплены с оболочкой и остаются 
круговыми. Полный и начальный прогибы оболочки представим в 
следующем виде: 
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где ;l    n R   (l  — длина оболочки; n  — число полуволн в 
продольном направлении, которое можно принять равным единице). 

С учетом выражений (10) решение второго уравнения (8) может 
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Последние два члена в формуле (11) отвечают напряжениям в 
срединной поверхности, определяемым с помощью безмоментной 
теории. 

Учитывая соотношения, выражающие деформацию через прогиб 
оболочки и функцию напряжений: 
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и условие замкнутости оболочки в окружном направлении 
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Для определения параметров   и f справедливы следующие соот-
ношения, полученные с использованием метода Бубнова — Галеркина:  
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С учетом выражений (10), (11) из соотношений (12) получаем 
уравнение, связывающее параметры прогиба с изменяющейся во 
времени нагрузкой: 
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Из второго уравнения (12) находим 
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Если в формуле (14) ограничиться рассмотрением только одного 
первого члена и положить 0 0,   получим параметр верхнего крити-

ческого давления в ,q  соответствующего статической задаче для иде-
альной оболочки: 
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Если принять, что интенсивность давления возрастает в соответ-

ствии с законом ,q st  и обозначить 
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 c  — скорость звука в материале обо-

лочки. 

Решение уравнения (15) позволит определить критическое динами-
ческое внешнее давление, которое затем можно сравнить с критическим 
давлением при статическом приложении нагрузки. Чтобы выполнить 
сравнение, введем понятие коэффициента динамичности дK  критиче-

ской нагрузки, равного отношению динамической критической нагруз-
ки к верхнему статическому значению критической нагрузки. На рис. 3 
представлен коэффициент дK  в зависимости от скорости нагружения, 

полученный расчетом критической нагрузки по формуле (15). Расчеты 
проводились для оболочки с параметрами: 0,45;R l   11,2;R    

0 0,001;   57,75 10E   кг/см2; 55 10с   см/c. Также приведены экс-

периментальные значения дK  по данным [1] (см. рис. 3). 

 
Рис. 3. Зависимость коэффициента ди-
намичности критической нагрузки ци-
линдрической оболочки от скорости
нагружения под действием внешнего
давления (▲ — экспериментальные
данные для оболочки без начального
погиба;   — экспериментальные дан-
ные для оболочки с начальным погибом) 
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Как следует из рис. 3, скорость нагружения существенно влияет 
на критическое динамическое давление, увеличивая критическую 
нагрузку при кратковременном нагружении. Применяя полученные 
соотношения, можно оценить устойчивость оболочки на участке раз-
грузки (когда давление падает). Для этого достаточно воспользовать-
ся критерием: оболочка теряет устойчивость в период разгрузки, если 
максимальная стрела прогиба превышает статическую стрелу проги-
ба, отвечающую наибольшему давления.  

Выводы. 
1. На основании общей теории пологих оболочек предложен ме-

тод расчета критического динамического внешнего избыточного дав-
ления для изотропной и ортотропной цилиндрической оболочек; 

2. Скорость нагружения оболочки существенно влияет на крити-
ческое динамическое давление, увеличивая значение критической 
нагрузки при кратковременном нагружении. 
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Simulation of the dynamic stability of cylindrical shell  
under the action of external overpressure  

© V.M. Dubrovin, T.A. Butina  

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The suggested method is to calculate dynamic stability of cylindrical shells under loading 
of external excessive pressure, distributed over shell surface. As an example, we consider 
the case where the pressure varies in accordance with the linear law 

Keywords: cylindrical shell, прогиб, the equilibrium position, chart, the dynamic factor. 
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