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Разработана  методика расчета упруго-диссипативных характеристик полимер-
ных композиционных материалов слоисто-волокнистой структуры при устано-
вившихся циклических колебаниях, основанная на применении теории асимптоти-
ческого осреднения периодических структур. Предложен алгоритм сравнения 
различных структур слоисто-волокнистых композитов с точки зрения реализации 
наиболее высоких значений их упруго-диссипативных характеристик, основанный 
на построении диаграммы материалов в координатах «действительная часть 
комплексного модуля упругости в плоскости укладки волокон — тангенс угла по-
терь для того же модуля».  Этот алгоритм может быть использован для поиска 
оптимальных структур армирования слоисто-волокнистых композитов. Приведе-
ны примеры численного моделирования упруго-диссипативных характеристик сло-
исто-волокнистых композитов с двумя, тремя и четырьмя системами нитей. 
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Введение. Свойство диссипации (рассеивания) энергии является 

чрезвычайно важным для современных авиационных и судовых кон-
струкций, длительно эксплуатируемых в условиях воздействия виб-
рационных нагрузок, как правило, вызванных работой двигательных 
систем. Для конструкций из металлических материалов применяют 
специальные системы демпфирования, обеспечивающие гашение 
вибраций, однако эти системы эффективны в достаточно узком диа-
пазоне частот.  В настоящее время весьма перспективным является 
использование в качестве силовых элементов авиационных и судо-
вых конструкций полимерных композиционных материалов (ПКМ). 
Они обладают многими замечательными свойствами  низкой плот-
ностью, высокой удельной жесткостью и прочностью, повышенной 
стойкостью в агрессивных средах, в частности в морской воде, и од-
новременно высокими диссипативными свойствами, что позволяет 
отказаться от создания специализированных систем демпфирования.  

Исследованию диссипативных характеристик ПКМ, несмотря на 
длительную историю применения композитов в технике,  посвящено 
относительно малое количество работ в литературе [1–7]. По-
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видимому, это связано с тем, что в традиционной области примене-
ния композитов  ракетно-космической технике — свойство дисси-
пации ПКМ практически не было востребовано. Лишь при внедрении 
композитов в гражданской технике, где требования по экологично-
сти, безопасности, эргономичности, экономичности  играют не менее 
важную роль, чем требования обеспечения целостности, надежности 
и долговечности, проблема разработки методов расчета диссипатив-
ных  характеристик композитов стала достаточно острой.  

Диссипация энергии в материалах при вибрационном нагружении 
обусловлена внутренним трением, и с точки зрения термомеханики 
деформируемых твердых сред это явление описывается моделями 
термовязкоупругих сред [2, 5, 8–10]. Разработке моделей вязкоупру-
гого поведения композитов посвящены работы [11–17].  

Для практических целей представляет интерес поиск оптимальных 
структур композитов, обеспечивающих наиболее высокие диссипа-
тивные характеристики при наименьшем снижении упругожесткост-
ных характеристик. Целью настоящей работы являются моделирова-
ние упруго-диссипативных характеристик ПКМ слоисто-волокнистой 
структуры, которые широко применяются при создании авиационных 
и судовых конструкций, и разработка методики для поиска оптималь-
ных структур, исходя из анализа упруго-диссипативных свойств ком-
позитов.  

Задача линейной вязкоупругости при моногармонических  ко-
лебаниях. Рассмотрим задачу механики квазистатических моногармо-
нических колебаний линейно-вязкоупругих сред [10] при относительно 
невысоких частотах, когда инерционными силами можно пренебречь: 
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где  — оператор «набла» [18];  * *,  σ ε ,  *u  — комплексные амплитуды 

тензоров напряжений, деформаций и вектора перемещений;  *S , *eu — 
комплексные амплитуды колебаний внешних поверхностных нагрузок 

и заданных перемещений; n  — вектор внешней нормали; 4 *( )C   — 
тензор 4-го ранга — тензор комплексных модулей упругости: 

4 * 4 4 *( ) ( ),   C С K   4 * 4
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Здесь 4С  — тензор модулей упругости; 4 ( )K  — тензор ядер релак-

сации; ( )a     — приведенная частота колебаний (  — заданная 

частота колебаний,  1

2

( ) exp
a

a
a


 

     
 — функция температур-

ного сдвига, где  1 2,a a  — константы;  — температура; 0   ). 
Все векторы и тензоры в (1) являются комплексными и представ-

ляются в виде  

4 * 4 * 4 *Re ( ) Im ( ) C C Ci . 

Вязкоупругие характеристики изотропных компонентов  
композитов. Для изотропных вязкоупругих материалов тензор мо-

дулей упругости 4С  имеет две независимые константы: K — модуль 
объемного сжатия и G — модуль сдвига, а тензор ядер релаксации 
4 ( )K  — две независимые функции ( ), ( )K GK t K t — функции объем-
ной и сдвиговой релаксации. Для большинства  твердых сред объем-

ной релаксацией можно пренебречь [5, 10], тогда тензоры 4C  и 
4 ( )tK  можно представить в следующем виде [10]: 

      4 2
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где    — единичный тензор 4-го ранга; E  — метрический тензор. 
После подстановки выражения (3) в (2), получаем  

                         4 * * *2
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Здесь комплексный модуль  сдвига 
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где *

0

( ) ( ) i
G GK K e d


      .                             

Принимаем для функции сдвиговой релаксации ( )GK   модель 
экспоненциальных ядер, которая достаточно хорошо описывает 
кривые релаксации полимеров: 
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где A ,    вязкоупругие константы материала (спектры релак-

сации и времени релаксации). Тогда для комплексного модуля сдвига 
*G  имеем следующее аналитическое выражение от приведенной 

частоты колебаний: 
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2
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В рамках рассмотренной модели вязкоупругие характеристики 
изотропных материалов характеризуются следующим набором 
констант: ,G  ,K  A ,  , 1,a  2.a   Комплексный модуль упругости 

матрицы *E  и комплексный коэффициент Пуассона *  вычисляются 
по формулам, формально совпадающим с формулами для упругих 
констант: 
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Вязкоупругие характеристики однонаправленных волокни-
стых композитов. Однонаправленные композиционные материалы 
(1D-композиты), состоящие из моноволокон, собранных в нити и 
связанных между собой полимерной матрицей, представляют собой 
трансверсально-изотропные материалы, даже если матрица и моно-
волокна являются изотропными.  

Для вычисления компонент тензоров комплексных модулей 

упругости 1D-композита *
ijklC  воспользуемся приближенной моделью 

смесевого типа [19–26], в которой каждая нить рассматривается как 
система большого числа параллельно расположенных однонаправ-
ленных (1D) элементов цилиндрической формы. Моноволокна далее 
полагаются упругими, а матрица  вязкоупругой. Комплексные мо-
дули упругости нити можно вычислить по следующим формулам: 
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где *
LE   продольный комплексный модуль упругости 1D-

композита в направлении ориентации моноволокон; *
TE   попереч-

ный комплексный модуль упругости нити; *
L  и *

T   продольный и 

поперечный комплексные коэффициенты Пуассона; *
LG  и TG   

продольный и поперечный комплексные модули сдвига; fE   мо-

дуль упругости моноволокон; f   коэффициент Пуассона моново-

локон; *
mE  и *

m   комплексные модуль упругости и коэффициент 

Пуассона матрицы; f
 
 относительное объемное содержание мо-

новолокон.  
По полученным значениям упругих констант (формулы (8)) со-

ставим компоненты тензора комплексных упругих податливостей 
*0
ijklП  1D-композита: 
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Слоисто-волокнистые композиты (СВК)  это многослойные 
материалы, каждый слой   которых представляет собой 1D-
композит, повернутый на угол   вокруг оси 3O  (рис. 1). 

 Тогда в повернутой 
(собственной) системе коор-

динат ( )
iO  , ось ( )

1O   кото-

рой совпадает с направлени-
ем ориентации моноволокон 
каждого слоя, компоненты  
тензоров комплексных моду-
лей упругости определяются 
формулами 

*0 *0 1( )ijkl ijklC П  , 

а в единой для всех слоев системе координат СВК iO  компоненты 
тензора модулей упругости  слоя   вычисляются по формулам пре-
образования компонент тензора 4-го ранга [18]: 

                               
* *0    ,  ijkl mnpq im jn kp lqC C Q Q Q Q                            (10) 

где imQ   элементы матрицы поворота слоя с номером  .  Эта мат-
рица имеет вид 
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В развернутом виде формулы поворота (11) можно представить 
следующим образом: 

 
* *0
3333 3333

* 2 *0 2 *0
1133 1133 2233

* 2 *0 2 *0
2233 1133 2233

* 2 2 *0 *0 *0
1122 2222 1111 1212

4 4 *0
1212

* 2 *0 2
1313 1313 23

,

cos sin ,

sin cos ,

cos sin ( 4 )

          (cos sin ) ,

cos sin

C C

C C C

C C C

C C C C

C

C C C




 


 


 

 


 



   

   

     

   

    *0
23

* 2 *0 2 *0
2323 1313 2323

,

sin cos ,C C C
    

 

 
Рис. 1.  Ячейка  периодичности слоисто-
волокнистого композита  с числом слоев 

N = 3 
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Тензор эффективных комплексных модулей упругости СВК. 

Рассмотрим теперь СВК. Для расчета компонент *
ijklC тензора эффек-

тивных комплексных модулей упругости СВК можно применить ме-
тод асимптотического осреднения [27], который по аналогии с упру-
гими композитами для слоистых структур позволяет найти 
следующие точные аналитические выражения: 

1* * * * 1 * 1 * 1 *
3 3 3 3 3 3 3 3( ) ( ) ( )IJKL IJKL IJk k i i p p j j KLC C C C C C C

          
 

* * 1 *
3 3 3 3( ) ;IJk k i i KLC C C   

                                      
(12)

 

1* * * 1 * 1
3 3 3 3 3 3( ) ( )IJk IJj j i i kC C C C

     ,                                                     

или в явном виде 
1

*
3333 *

3333

1
,C

C



  

1*
* 33

33 * *
3333 3333

1
,IJ

IJ
C

C
C C



   

1* * * *
* * 33 33 33 33

* * * *
3333 3333 3333 3333

1
,IJ KL IJ KL

IJKL IJKL
C C C C

C C
C C C C

   


       

* * *
* 3 3 2323 1313
3 3 * * * 2 * * * 2 * * * 2

2323 1313 1323 2323 1313 1323 2323 1313 1323( ) ( ) ( )
I J

I J
C C C

C
C C C C C C C C C

  

        


   
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12*
1323

* * * 2
2323 1313 1323

,
( )

C

C C C




  



 

 

здесь I,  J,  K,  L = 1, 2. 
Результаты численных расчетов упруго-диссипативных ха-

рактеристик СВК. При численных расчетах использовались следу-
ющие значения характеристик полимерной матрицы эпоксифеноль-
ного типа: 

0,345  ГПа;mG    
2 1

3 1
m m

m
m

G
K





,  0, 45,m   

1n  ,  1 1 ГПа,A     1 0, 01 с,  1 220 К,   300 К,a a   

а также характеристики стеклянных волокон, которые считались чи-
сто упругими и изотропными: 

200 ГПа;fE    0, 25,f   0.A   

Коэффициент армирования 1D-композита был принят равным 0,6. 
Были рассмотрены три типа СВК, ячейка периодичности которых 

состоит из четырех слоев: 
1) СВК с двумя системами нитей   / / / ;      

2) СВК с тремя системами нитей  0 / / / 0 ;     

3) СВК с четырьмя системами нитей  0 / / / 90 ,    

где    угол ориентации нитей относительно оси 1O , доли всех че-

тырех слоев были одинаковыми  по 25 % каждого слоя. Угол   
ориентации нитей варьировался в диапазоне 0…90о. 

Рассчитывались действительные и мнимые части компонент тен-
зора комплексных модулей упругости  

   * ( ) Re ( ) Im ( ) ,ijkl ijkl ijklC C C       i  

а также вычислялся тангенс угла потерь для комплексных модулей 
упругости:  

   
 

*
*

*

Im ( )
tg ( ) ,

Re ( )

ijkl
ijkl

ijkl

C
C

C


  


 

который характеризует диссипативные свойства композитов. Расчеты 
проводились в зависимости от частоты колебаний   в диапазоне        
1…70 Гц при температуре 293 К.   
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В табл. 1–3 представлены результаты расчетов действительной 

части модуля упругости *
1111 max( )C   и максимального значения тан-

генса угла потерь  *
1111 maxtg ( )C   для этих трех типов СВК, где 

max   частота, при которой функция  *
1111tg ( )C   имеет макси-

мальное значение. 

Максимальные значения тангенса угла потерь *
1111tg ( )C  реали-

зуются при угле ориентации армирования  90 .    Этот факт объяс-
няется тем, что 1D-композит в поперечном направлении имеет харак-
теристики, близкие к характеристикам неармированной эпокси-
фенольной матрицы, которая  обладает высокими значениями тан-
генса угла потерь:  tg ( ) 0,75,G    что на два порядка превышает 

тангенс угла потерь 1D-композита в направлении армирования 

 *0
1111tg ( ) 0,004C   . Однако увеличение значений диссипативных 

характеристик сопровождается снижением значений упругих характе-

ристик  *
1111 maxRe ( )C   композита. Точки   * *

1111 1111 maxRe ,  tg ( )C C   

для различных типов СВК и различных углов армирования, полу-
ченные расчетным путем, нанесены на координатную плоскость 

  * *
1111 1111 maxRe ,  tg ( )C C   (рис. 2–4). Диаграммы упруго-дисси-

пативных характеристик могут быть использованы для нахождения 
оптимальных структур армирования СВК.    

Увеличение угла армирования  для всех трех типов композитов 
приводит к резкому снижению значений упругих характеристик СВК 

(в направлении 1O ) и повышению значений диссипативных харак-
теристик. Диаграммы упруго-диссипативных характеристик всех 

трех  типов СВК при одних и тех же значениях  *
1111 maxtg ( )C   

практически совпадают (рис. 5), однако реализуемая область значе-

ний   * *
1111 1111 maxRe ,  tg ( )C C   различна: для СВК с двумя система-

ми  нитей реализуется максимальный диапазон значений от (122,6; 
0,004) до (4,8; 0,54).  

Таким образом, СВК с двумя системами нитей представляется 
наиболее перспективным с точки зрения реализации возможных значе-
ний упруго-диссипативных характеристик в направлении армирования. 
Однако, как правило,  это не единственное требование, которое предъ-
являют к СВК при проектировании. Часто для практических задач важ-
но иметь квазитрансверсально-изотропный материал [18], у которого 
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свойства одинаковы в направлениях 1O и 2 .O  Слоисто-волокнистый 

композит с двумя системами нитей удовлетворяет этому условию толь-

ко при 45   . Значения    * *
1111 1111 maxRe ,  tg ( )C C   при этом равны  

(35,7; 0,06).  Для СВК с тремя и четырьмя системами нитей соответ-
ствующие значения составляют (79; 0,017) и  (50; 0,04). Выбор между 
этими вариантами зависит от задания целевой функции  какой из 
параметров предпочтителен и в каком диапазоне желательно иметь 
его значение. Материал СВК с четырьмя системами нитей является 
универсальным с точки зрения достижения «наилучших диссипатив-
ных свойств при наилучших упругих свойствах».  

Предложенная методика моделирования упруго-диссипативных 
характеристик композитов может быть эффективно применена для 
проектирования многослойных конструкций из СВК [28–31] с задан-
ными упруго-диссипативными характеристиками 

 
  Таблица 1 

Упруго-диссипативные характеристики СВК  
с четырьмя системами нитей 

, град *
1111ReC , ГПа *

1111max tg ( )C  max , Гц 

0 93,6 0,0126 5,16 
15 86,1 0,0149 5,16 
30 68,2 0,023 5,16 
45 50,1 0,039 5,16 
60 39,1 0,057 5,48 
75 35,7 0,067 5,48 
90 35,4 0,069 5,48 

 
 

Таблица 2 

 Упруго-диссипативные характеристики СВК  
с тремя системами нитей 

, град *
1111ReC , ГПа *

1111max tg ( )C  max , Гц 

0 122,6 0,0042 5,1 
15 115,2 0,0055 4,8 
30 97,3 0,0097 4,8 
45 79,2 0,0165 4,8 
60 68,2 0,0233 5,1 
75 64,8 0,0270 5,1 
90 64,4 0,0278 5,1 
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Таблица 3  

Упруго-диссипативные характеристики СВК 
 с двумя системами нитей 

, град *
1111ReC , ГПа *

1111max tg ( )C  max , Гц 

0 122,6 0,0042 5,1 
15 107,6 0,0071 5,1 
30 71,8 0,0192 5,1 
45 35,7 0,0589 5,1 
60 13,3 0,196 6,48 
75 5,5 0,4724 8,6 
90 4,8 0,543 9,0 

 
 

 
 
Рис. 2.  Диаграмма упруго-диссипативных характеристик  

СВК с четырьмя системами нитей 
 
 

 
 

Рис. 3. Диаграмма упруго-диссипативных характеристик  
СВК  с тремя системами нитей 
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Рис. 4. Диаграмма упруго-диссипативных характе-
ристик СВК с двумя системами нитей 

 

 
 
Рис. 5. Сравнительные диаграммы упруго-дис-
сипативных характеристик СВК с двумя (1),        
тремя (2) и четырьмя (3) системами нитей 

 
 

Выводы. Разработана  методика расчета упруго-диссипативных 
характеристик  ПКМ слоисто-волокнистой структуры при устано-
вившихся циклических колебаниях, основанная на применении тео-
рии асимптотического осреднения периодических структур. Предло-
жен алгоритм сравнения различных структур СВК с точки зрения 
реализации наиболее высоких значений их упруго-диссипативных 
характеристик.  Этот алгоритм может быть использован для поиска 
оптимальных структур армирования СВК. Приведены примеры чис-
ленного моделирования упруго-диссипативных характеристик СВК, 
которые  показали, что одни и те же значения упруго-диссипативных 
характеристик СВК могут быть получены для различных типов 
структуры армирования: с двумя, тремя и четырьмя системами нитей. 
Выбор между различными вариантами зависит от того, какие свой-
ства наиболее предпочтительны для проектируемого материала  
упругие или диссипативные.  
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Мodeling of elasic-dissipative properties  
of laminated fibrous composites  

© Yu. I. Dimitrienko1, E.A. Gubareva1,  
N.N. Fedonyuk2, S.V. Sborschikov1  

1Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
2Krylov State Research Centre, ST.-Petersburg, 196158, Russia 

 
The developed method of calculating the elastic-dissipative characteristics of polymeric 
composite materials of layered fibrous structure under steady cyclical is based on appli-
cation of the theory of asymptotic averaging of periodic structures. We offer an algorithm 
for comparing different structures of layered fiber composites in terms of the realization 
of the highest values of their elastic-dissipative characteristics. It is based on the dia-
gram construction of materials in the coordinates "the real part of the complex modulus 
of elasticity in the plane of laying of the fibers — tangent of loss angle for the same mod-
ule." The algorithm may be used to search for optimum reinforcement structure of lay-
ered fiber composites. Examples of numerical modeling of elastic-dissipative characteris-
tics of layered fibrous composites with two, three and four strands systems are given. 

Keywords: viscoelastic composites laminated fibrous composites, elastic-dissipative 
properties, steady vibrations, tangent of loss angle, complex elastic modules, method of 
asymptotic averaging. 
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