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Предложен метод расчета давления на поверхности цилиндрической оболочки в 
период погружения и обтекания ее ударной волной. Для слабых ударных волн про-
ведена сравнительная оценка точного решения с имеющимися приближенными 
решениями. Рассмотрены два типа волн на поверхности жесткой оболочки: па-
дающая и отражающая. Получена картина распределения давления на поверхно-
сти оболочки от указанных типов волн. 
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Введение. В процессе взаимодействия ударной волны с цилин-

дрической оболочкой на ее поверхности образуется давление различ-
ной интенсивности, которое следует определить для различных точек 
поверхности и оценить изменение давления с течением времени. При 
решении задачи предполагается, что все сечения оболочки находятся 
в одинаковых условиях и процесс взаимодействия для них протекает 
одинаково. Это позволяет свести задачу к плоской постановке, т. е. 
рассматривать задачу обтекания кольца. Кроме того, оболочка счита-
ется жесткой, т. е. можно не учитывать влияние деформации оболоч-
ки на распределение давления на поверхности оболочки. 

Оценка давления на поверхности оболочки при действии па-
дающей и отраженной волн. В общем случае при нормальном паде-
нии ударной волны на жесткую преграду давление на ее внешней по-
верхности за счет отражения повышается. Это давление отрр  можно 

найти с помощью следующих формул [1–3]: 

отр отр ф,р K р    
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фp  — избыточное давление во фронте ударной волны. 

Последнее соотношение показывает, что для слабых ударных 
волн типа акустических  ф 0p   коэффициент отражения  отр 2,K   

для сильных ударных волн  фр    отр 8.K   Зависимость коэф-

фициента отражения от избыточного давления во фронте ударной 
волны представлена на рис. 1. 
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Процесс взаимодействия ударной волны 
с цилиндрической оболочкой условно можно 
подразделить на два характерных периода:  

период погружения от момента встречи 
оболочки с ударной волной до момента пол-
ного погружения в ударную волну; 

период обтекания от момента полного по-
гружения оболочки в ударную волну до конца 
фазы движения. 

Определение нагрузок на цилиндриче-
скую оболочку при взаимодействии с удар-
ной волной сводится к нахождению давле-
ния в каждой точке ее поверхности для раз-
личных моментов времени. Расчет нагрузок 
на цилиндрическую оболочку в период погружения — достаточно 
сложная задача. Ее решение в соответствии с имеющимися теорети-
ческими исследованиями [4–7] можно провести следующим образом. 
Рассмотрим волну заданной формы импульса, падающую на оболоч-
ку перпендикулярно ее образующей. Схема взаимодействия волны с 
оболочкой в плоской постановке представлена на рис. 2.  Результи-
рующее давление р в каждой точке цилиндрической поверхности 
равно сумме давления 1р  в падающей волне и давления 2р  в отра-
женной волне. Для определения этих давлений используем соотно-
шения 
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где фD   скорость распространения фронта 

ударной волны (  — угловая координата);  

 , , ,r     , ,r    — потенциалы ско-

ростей в падающей и отраженной волнах; 

    — плотность среды в ударной волне;  

R — радиус оболочки; r  радиус-вектор  
в долях R; фD t R   — безразмерный 

параметр времени. 
В общем случае потенциал  , ,r    

есть функция, определяемая видом падаю-
щей волны и контуром обтекаемого тела,  
т. е. она известна. Потенциал  , ,r    

удовлетворяет волновому уравнению  

Рис. 2. Схема взаимодей-
ствия ударной волны с 
             оболочкой: 
1 — поперечное сечение обо-
лочки; 2 — падающая волна; 
     3 — отраженная волна 

Рис. 1. Зависимость ко-
эффициента отражения
ударной волны от из-
быточного давления во
       фронте волны 
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условиям излучения на бесконечности и нулевым начальным усло-
виям 

0

0 .



  


 

Для нахождения потенциала  , ,r    отраженной волны  вос-

пользуемся его представлением на многомерной римановой поверх-
ности с углом ,  непрерывно изменяющемся в пределах .      
Выполнив преобразования Фурье по углу    

     exp 2 ,F f i d




        

преобразования Лапласа по параметру    

     
0

exp ,F s f s d


      

уравнения (2) и граничные условия (3) запишем в следующем виде:  
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где   — вещественный параметр; s i     — комплексная пере-

менная;  , , ,r s    , ,r s   — изображение по Лапласу потен-

циалов  , , ,r     , ,r    соответственно. Индекс «*» означает, 

что для этих функций выполнено преобразование Фурье. 
Решение уравнения (4) с граничными условиями (5) и условиями 

излучения на бесконечности  представим в виде  
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Здесь  K s  — функция Макдональда, 

     
;

2 sin

J s J s
K s  






 

J   — функция Бесселя мнимого аргумента; J   — функция Бесселя, 
полученная из функции J   заменой   на  . 

При этом изображение для давления отражения на цилиндриче-
ской поверхности имеет вид 

 
 

*
ф*

2

1

.
D K s

P
R K s r
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В силу крайней сложности обращения последнего выражения, 
позволяющего в пределах линейной теории получить точное распре-
деление давления на жесткой цилиндрической оболочке, можно вос-
пользоваться асимптотическим представлением функции Макдо-
нальда при ,s   т. е. рассматривать начальный период взаимодей-
ствия. Тогда можно записать 

 
 
   

2
1 2 2 3 41 3 3

1 0 ,
2 2 8 8

K s
s s s s

K s
    



                 
    (6) 

 40 s  — остаточный член разложения. 

В данном случае изображение для давления отражения принима-
ет вид 

*
2

* * * * 2 * *
ф

2 3 2 3
1

1 3 3
.

2 8 8 2

P

D

R r s r r r r rs s s s 


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Выполним обратное преобразование Фурье от первых четырех 
слагаемых в последнем выражении, а для обращения последних двух 
членов воспользуемся выражением для падающей волны. Если дав-
ление в ударной волне изменяется в соответствии с законом 

ф( ) 1 ,
n

t
p t P



 
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где   — период фазы сжатия в ударной волне; ф1,9n р   — по-

казатель степени бинома, зависящий от избыточного давления, то 
приближенно для малых   потенциал скоростей можно записать  
в виде 

   ф

ф

exp cos 1 cos 1 ,
р R

a r H r
D


           

 

где эфt    — постоянная, определяющая скорость падения давле-

ния за фронтом ударной волны; эф
2

1n
  


 — эффективное время, 

определяемое из условия равенства импульсов, действительной и 
приведенной эпюр давления; Н — функция Хевисайда. 

В рассматриваемом случае после преобразований Лапласа и 
Фурье имеем  

   ф ф*

ф ф

2 exp
exp cos ( , ).

sp p R se
sr i d J s r

D s D s


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  
      

        

Обратное преобразование Фурье с учетом последнего выражения 
позволяет получить следующую формулу для давления отражения на 
цилиндрической поверхности: 
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Интегралы в последнем выражении можно вычислить методом 
перевала с использованием асимптотического разложения функций 
Бесселя при s   [8, 9]: 

4 2 2
2 21

( ) exp arcsh .
2

s
J s s

s s


           
 

В данном случае седловая точка 0 sin .is    В связи с тем, что 
функция, стоящая под знаком интеграла, имеет точки ветвления 

,is    результат, получаемый методом перевала, применим для уг-
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лов 2.    После вычислений выражение для давления отражения 
на поверхности оболочки принимает вид 

ф
2 2 3

2 2
2 3

1

1 3 3

2 8 8

3 1
sin cos sin cos .
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D
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      r

 

Согласно теореме о свертке, оригинал этого выражения имеет 
вид 
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 (7) 

Применение асимптотической формы для больших интервалов 
времени, соизмеримых с периодом обтекания ударной волной обо-
лочки, не представляется возможным, поскольку в случае задания 
отношения функций Макдональда в виде (6) не дает возможности 
найти предельный переход при 0.s   Формула (7) позволяет полу-
чить точную картину распределения давления на жестком цилиндре 
при 0  и, кроме того, оценить точность приближенных решений 
для давления при 0.  В качестве такого приближенного решения 
можно рассматривать уравнение 

 ,ng
r r

  
  

 
     (8) 

где ng  — параметр, учитывающий влияние течения за фронтом 
ударной волны. 

В этом случае изображение для потенциала   с учетом гранич-
ных и начальных условий имеет вид 

1

1
.

ns g r 


 

  r

 

На основании исходного уравнения (8) и теоремы о свертке 
функций можно записать 

  ф
2 1 1

0 1

exp ( ) .n n
D

р g g d
R r r




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        
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 (9) 
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В этом случае, если 1 2,ng    решение при 0  совпадает с 
асимптотическим и дает качественно верное решение при  ,   так 
как   удовлетворяет соответствующему предельному переходу при 

0s   в поле изображений. 
На рис. 3 приведены зависимости давления во фронтальной точке 

 0   оболочке от параметра ,  полученные с помощью асимпто-

тической (7) и приближенной (9) формул. Для сравнения также при-
ведена кривая, соответствующая известному решения Блейха [10]. 
Как следует из рисунка, при    < 2,0 оба решения практически совпа-
дают, после чего начинается их расхождение. При   > 2,0  можно 
импользовать только формулу (7). 

Аналогично можно найти давление в любой точке цилиндриче-
ской поверхности. На рис. 4 приведены значения давления для раз-
личных участков цилиндрической оболочки. 

 

  
Рис 3. Зависимость давления во фрон-
тальной точке оболочки от безразмер-   
              ного момента времени: 
1 — точное решение; 2 — решение при 
сохранении двух членов разложения; 
3 — приближенное  решение; 4 — 
       приближенное решение Блейха 
 

Рис 4. Зависимость давления в различ-
ных точках оболочки от безразмерного   
                  параметра времени: 

0  (1); 60 (2); 80 (3); 90 (4); 100 (5);  
        120 (6); 140 (7); 160 (8); 180 (9) 

Полученные результаты справедливы для слабых ударных волн, ко-
гда ф 0 0,3,p р   где 0р  — давление в невозмущенной среде перед 

фронтом ударной волны. При ф 0 0,3p р   полученное давление сле-

дует умножить на коэффициент отр.K На основании этих результатов 

можно представить следующую картину изменения давления на по-
верхности оболочки. При достижении фронтом ударной волны любой 
точки передней поверхности оболочки  2    давление в ней мгно-

венно возрастает до максимального значения p = p1 + p2, а затем падает 
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до давления обтекания по мере 
продвижения фронта ударной вол-
ны до полного погружения обо-
лочки в ударную волну. Для точек 
тыльной поверхности характерно 
наличие времени нарастания дав-
ления до максимального значения, 
вполне определенного для каждой 
точки этой поверхности оболочки. 
Время нарастания давления до 
максимума может быть определе-
но по формуле  ф2 cos .t R D   

На рис. 5, 6 приведены характер-
ные зависимости изменения дав-

ления в произвольной точке передней и тыльной поверхностей обо-
лочки в течение времени обтt  обтекания оболочки ударной волной. На 
рис. 7 изображены характерные зависимости изменения максимально-
го избыточного давления от периметра оболочки  

Рис. 6. Характер изменения давления в точках передней поверхности  
оболочки при взаимодействии с ударной волной 

 
 В период обтекания опреде-
ление нагрузок на оболочку мо-
жет быть получено на основании 
обычной формулы аэродинамики: 

2 ( )
( ) ,

2

U t
р р p t р 


     

гдеP   — давление  в невозму-
щенной среде; ( )p t  — местное 
давление в ударной волне;  U(t) — 
скорость воздуха в ударной волне; 
p  — коэффициент давления. 

Рис. 5. Характер изменения давления 
в точках передней поверхности обо-
лочки при взаимодействии с ударной 

волной 

Рис. 7. Изменение максимального
  давления по периметру оболочки 
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При стационарном обтекании оболочки несжимаемым воздуш-
ным потоком изменение коэффициента р  можно представить в виде 

 21 4sin .р     (10) 

Как показано в работе [11], коэффициенты давления, вычисляе-
мые по формуле (10) и полученные экспериментальным путем при 
продувках в аэродинамических трубах для передней поверхности 
оболочки достаточно хорошо согласуются. Для тыльной части по-
верхности наблюдается некоторое расхождение результатов, объяс-
няемое отрывом струи воздушного потока от поверхности оболочки 
вблизи миделевого сечения и образованием вихрей. Тем не менее это 
расхождение, согласно работе [12], не ведет к существенным по-
грешностям в определении коэффициента давления. Кроме того, для 
значения 0,8р   кг/см2 сжимаемость воздуха можно не учитывать 
при определении нагрузок на оболочку. При больших значениях дав-
ления сжимаемость воздуха можно учитывать с помощью поправоч-
ного коэффициента  . Тогда скоростной напор с учетом сжимаемо-
сти воздуха  

1 (1 ).q q    

Зависимость скоростного напора 
  от числа Маха М приведена на  
рис. 8. 

Выводы. Нагрузка на цилиндри-
ческую оболочку при ее взаимодей-
ствии с ударной волной может быть 
представлена как всестороннее сжи-
мающее давление, которое имеет сле-
дующие особенности: 

неравномерно распределено по кон-
туру поперечного сечения оболочки; 

мгновенно нарастает при соприкос-
новении с ударной волной для всех то-
чек передней поверхности оболочки; 

имеет конечную скорость нарастания при погружении оболочки в 
ударную волну для всех точек тыльной поверхности оболочки. 

Для процесса взаимодействия ударной волны с цилиндрической 
оболочкой характерны два периода: 

период погружения — от момента встречи оболочки с ударной 
волной до момента полного погружения в ударную волну; 

период обтекания — от момента полного погружения оболочки в 
ударную волну до конца фазы движения. 

Рис. 8. Зависимость поправоч-
ного коэффициента от числа 
                    Маха М 
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Modeling of the interaction of a shock wave  
and a cylindrical shell 

© V.M. Dubrovin, T.A. Butina 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

In the work we offer a method of calculating the pressure on the surface of the cylindrical 
shell in the period of immersion and flow of it by a shock wave. A comparative assess-
ment of the exact solution and the existing approximate solutions is carried out for weak 
shock waves. We consider two types of waves on the surface of the rigid shell, incident 
and reflected. As a result we obtained a pattern of presser distribution on the shell sur-
face dependent on the said types of waves.  

Keywords: incident shock wave, reflected shock wave, overpressure, cylindrical shell, 
integral transformation, the asymptotic representation. 
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