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Новые интегрируемые случаи в задаче 
о движении тяжелого твердого тела 
в идеальной несжимаемой жидкости 
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Рассмотрена классическая задача о движении многосвязного твердого тела в иде-
альной несжимаемой жидкости — задача Кирхгофа. Показано, что в том случае, 
когда матрица параметров гамильтониана приводится к диагональному виду, то 
на элементы диагональных матриц никаких ограничений не накладывается, а 
именно: все девять параметров независимы и могут принимать любые значения. 
Показано, что с помощью канонических преобразований уравнения сферического 
движения в осесимметричном силовом поле приводятся к виду уравнений Кирхго-
фа, описывающих движение многосвязного твердого тела в идеальной несжимае-
мой жидкости. Установлено, что уравнения задачи о сферическом движении 
твердого тела в осесимметричном силовом поле интегрируются в квадратурах 
при произвольном тензоре инерции, произвольном расположении центра масс и 
произвольной квадратичной части потенциала. Классические интегрируемые слу-
чаи Лагранжа, Ковалевской, Горячева — Чаплыгина содержатся в найденном ре-
шении как частный результат. 
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Рассматривается сферическое движение твердого тела в осесим-
метричном силовом поле, потенциал которого содержит линейную и 
квадратичную части. Показано, что с помощью канонических преоб-
разований уравнения сферического движения в осесимметричном 
силовом поле приводятся к виду уравнений Кирхгофа, описывающих 
движение многосвязного твердого тела в идеальной несжимаемой 
жидкости, которые при определенных ограничениях на параметры 
уравнения интегрируются в квадратурах. 

Уравнения задачи Кирхгофа, описывающие движение многосвяз-
ного твердого тела в несжимаемой жидкости [1–7], имеют вид 

;P P aP P cR P d R Pc R r R bR                      (1) 

,R R aP R cR R d                                  (2) 

где a, b — симметричные матрицы 33; c — произвольная матрица 
33; d̅, r̅ — векторы, постоянные в теле. 
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Уравнения (1), (2) имеют три первых интеграла 

2 2 2 2 const, const, const.H aPP cRP bRR Pd Rr PR RR         

Для интегрируемости уравнений (1), (2) в квадратурах надо найти 
четвертый первый независимый интеграл. 

Уравнениям (1), (2) можно придать иную, более компактную и 
удобную для вычислений структуру, выполняя линейную обратимую 
замену переменных, предложенную Г.В. Колосовым: 

.aP cR d P I IcR Id         

Тогда они примут вид 

,I I e R R g R R                         (3) 

,R R   (4) 

где  т1 т; 1 ; , ; ;I a Ic Ic spIc b c Ic e Id g r ec j            

1 2 ;spI I    1 — единичная матрица. Символ 
 123
 означает, что 

сумма образуется круговой перестановкой индексов (123). 
Справедлива теорема 1 [8]. Если выполняются условия 

12 13 12 13 12 13 23 0,I I                                   (5) 

1 2 3, 0,g                                              (6) 

   

2 2 3 3

1 1 2 2 23 23

23 2 3 23 2 3

0,

0,

0,

I I

I I I

I I I

  
   

     

                               (7) 

то существует четвертый первый независимый интеграл 

12 2 2 2 const,V X I YRI ZR R I e WR                    (8) 

где элементы матриц X, Y, Z и W  определяются выражениями 

13 12 12 13 12 13 0;X X Y Y Z Z                               (9) 

     
 

1 2 3 23 1 3 23 1 3 23 23
123

0, 0, ;X I I X I I I X X X I         (10) 
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   1 3 1 3 2 3 2 3 23 23, , ;Y Y Y Y Y                     (11) 

1 3 1 3 3 1 2 3 2 3 3 2 23 23 2 2 23, , ;Z Z Y Y Z Z Y Y Z Y Y               (12) 

     1 1 1 1 2 1 1 2 3 1 1 3 1, , , 0,W Y e W Y e W Y e e             (13) 

и, следовательно, уравнения движения задачи Кирхгофа интегриру-
ются в квадратурах. 

Теорема 1 справедлива, поскольку производная по времени 1V , 
составленная в силу уравнений движения (3), (4), равна нулю при 
выполнении условий теоремы 1, следовательно, 1 constV   — первый 
интеграл уравнения движения. 

Имеет место теорема 2. Если гамильтониан задачи Кирхгофа 
определяет выражение 

22 2 2 2 const,H APP ГRP BRR Pq R        

где элементы матриц A, , B и векторы q и   определены соотноше-
ниями 

т, Г , 2 ;A Xa Y Xc B Z YIc c IXc       

 т т, ,q Ae e W Y c X c I e        

а элементы матриц a, c, b, X, Y, Z и вектор W  отвечают условиям 
(5)–(13), то существует четвертый первый независимый интеграл 

22 2 2 2 constV aPP cRP bRR Pd Rr       

и, следовательно, уравнения движения задачи Кирхгофа интегриру-
ются в квадратурах. 

Справедливо следствие 1. Если выполнить каноническую замену 
переменных 

,P P k R    

где компоненты вектора k определяют соотношения 

23 32 13 12
1 2 2

2 3 1 1
, , ,

Г Г Г Г
k k k

А А А А
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то матрицы A, , B одновременно приводятся к диагональному виду с 
помощью одной матрицы ортогональных преобразований, причем 

элементы преобразованных диагональных матриц ˆ ˆˆ, ,А В  будут свя-

заны только одним соотношением: 

 3 2 1 3 2 1

1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆГ Г Г Г Г Г
0,

ˆ ˆ ˆА А А
  

                           (14) 

причем при 1 2 3
ˆ ˆ ˆГ Г Г   имеет место соотношение 

3 2 1 3 2 1

1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
0.

ˆ ˆ ˆ
B B B B B B

А А А
  

                           (15) 

Замечание. Соотношения (14), (15) определяют условия интегри-
руемости уравнений движения в однозначных функциях времени [9]. 

Напомним, что в переменных ˆ ˆ ˆ, Г,А В  классические случаи инте-

грируемости выглядят следующим образом: 
случай Клебша характеризуется условиями 

 
 

1 2 3 1 2 3
123

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆГ Г Г , 0;B J J     

случай Ляпунова — Стеклова определяется выражениями 

 
 

 

     

1 2 3
123

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆ ˆГ , , 1,2,3 ,

ˆ ˆ ˆГ 0,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆГ Г Г Г Г Г .

ij ij ijA B i j i j

J J

B J B J B J

    

 

       

  

Следствие 2. Если 

2 3 12 21 13 31 1 23 320, 0, 0, ,I I c c c c c c c         

   1 2 3 2 2 3 23 232 0,a c c a c c a c      

   23 2 3 23 2 3 32 23,X c c c X X Г Г      

2 3 23 23 3 1,X с X c Г Г    
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   3 2 3 3 2 3 2 3,X с с X X c Г Г      

т2 ,B Z YIc c IXc    

то элементы матриц A, , B в переменных Колосова связаны соотно-
шениями 

12 13 12 13 12 13 0;J J E E N N       

   23 2 3 23 2 3 0;N J J J N N     

   23 2 3 23 2 3 0;J E E E J J     

 тГ Г 1 Г;E J J sp J     

1;J A  

т , 1 2 ,N B Г JГ j sp J J      

(1 — единичная матрица) и, следовательно, матрицы J, E, N одновре-
менно приводятся к диагональному виду с помощью одной матрицы 
ортогональных преобразований, причем на элементы преобразован-

ных диагональных матриц ˆ ˆ ˆ, ,J E N  никаких ограничений не наклады-

вается: все девять элементов независимы и могут принимать любые 
значения. 

Замечание. В переменных Колосова классические интегрируемые 
случаи выглядят следующим образом: 

случай Клебша определяется выражением 

 
 

1 2 3
123

ˆ ˆ ˆ ˆˆ, const, 0;E nj n N J J     

случай Ляпунова — 

1 2 3 1 1 2 3 2 2 1 3 3 3 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ;J J J N J E E N J E E N J E E        

случай Стеклова характеризуется соотношением 

1 2 3 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .N N N E J E J E J     
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Справедлива теорема 3 (поскольку справедливы теоремы 1, 2 и 
их следствия). Уравнения сферического движения твердого тела в 
силовом поле с потенциалом, содержащим линейную и квадратич-
ную части, интегрируются в квадратурах [8] при произвольном тен-
зоре инерции, произвольном расположении центра масс тела и про-
извольной квадратичной части потенциала. 
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