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Для нелинейных систем с векторным управлением, записанных в каноническом ви-
де, указан вид программных траекторий в классе полиномов, на которых реализу-
ется минимальное значение специального энергетического функционала; построе-
но соответствующее этому виду программное управление. Использование полино-
мов является типичным приемом построения траекторий движения системы 
канонического или квазиканонического вида при решении терминальных задач. 
Представленные результаты позволяют подвести теоретическую базу под выбор 
полиномов в качестве базисных функций. 

Ключевые слова: нелинейная динамическая система, канонический вид, терми-
нальная задача, оптимальное управление. 

Введение. Терминальная задача состоит в выборе такого управ-
ления, при котором динамическая система из заданного начального 
состояния переходит в заданное конечное состояние. При заданном 
времени движения эта задача может быть решена в рамках концеп-
ции обратных задач динамики: следует выбрать траекторию движе-
ния системы, удовлетворяющую заданным граничным условиям 
(например, в классе полиномов от времени), а затем для полученной 
траектории рассчитать программное управление. Например, такой 
подход реализован в [1] при построении траекторий движения лета-
тельного аппарата. 

Если аффинная стационарная система с векторным управлением 
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где т
1( , , )nx x x  — вектор состояния системы, т

1( , , )mu u u  — 

вектор управлений размерности т, преобразуется в некоторой обла-

сти nU    в систему канонического вида [2] 
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где 
1

1 1 т
1 1( , , , , , , )

m

m m
n nz z z z   z  — вектор состояния новой систе-

мы размерности 1 mn n n  , det(G( )) 0z , ( ) (g ( ))i
jG z z , 1,i m , 

1, ,j m  и построенная траектория целиком лежит в U , то по про-

граммной траектории можно рассчитать программное управление и 
синтезировать управление в виде обратной связи, стабилизирующее 
полученное программное движение. 

В случае, если система не преобразуется к каноническому виду, 
часто ее можно привести к регулярному квазиканоническому виду 
[3]. Если при этом нулевая динамика системы в отклонениях от про-
граммной траектории оказывается равномерно асимптотически 
устойчивой, то, стабилизируя систему в отклонениях по части пере-
менных, задающих ее каноническую часть, можно также обеспечить 
реализацию заданного программного движения. Например, в [4] на 
основе описанного подхода решена задача синтеза управления, обес-
печивающего движение колесного робота по заданной траектории. 

Для стационарных аффинных систем, преобразуемых к квазика-
ноническому виду (нормальной форме) с асимптотически устойчивой 
нулевой динамикой, также известен подход [5], обеспечивающий 
стабилизацию программного движения по «канонической» части пе-
ременных. Метод построения аффинных систем, которые преобра-
зуются к квазиканоническому виду с асимптотически устойчивой ну-
левой динамикой, предложен в [6]. 

Отметим, что, вводя вспомогательные управления i iv f 

1

,
m

i
j

j
jg u



  1,i m , систему канонического вида (2) можно преобразо-

вать в линейную систему специального вида 
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 (3) 

 
а из системы квазиканонического вида выделить линейную подси-
стему и сделать в ней аналогичную замену управления. В дальней-
шем ограничимся рассмотрением аффинных систем, преобразуемых 
к регулярному каноническому виду. 

Для систем, допускающих преобразование к виду (3), ставится 
задача поиска траекторий, на которых достигается минимум энерге-
тического функционала 
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    (4) 

где все коэффициенты k  неотрицательны и среди них есть хотя бы 
один ненулевой. Предполагается, что конечный момент времени   
фиксирован. Граничные условия зададим в следующем виде: 

 0 , .(0) ( )z z z z     (5) 

В [7] для продольного движения автомобиля получен общий вид 
траекторий, минимизирующих функционал вида (4). Уравнения дви-
жения автомобиля представлены кинематическими соотношениями в 
виде линейной системы третьего порядка специального вида со ска-
лярным управлением — рывком автомобиля. Основываясь на подхо-
де, предложенном в [7], можно получить вид траекторий для системы 
(3), на которых достигается минимизация функционала (4). 

Нахождение оптимальных траекторий. Программная траекто-
рия системы (3) может быть однозначно задана координатными 

функциями 1( )iz t , 1, ;i m  остальные координатные функции нахо-

дятся их последовательным дифференцированием. 

Т е о р е м а . Координатные функции 1( )iz t , 1, ,i m  траектории 

(t)z , являющейся решением задачи оптимального управления (3) – (5), 

являются полиномами порядка 2 1in  , 1,i m . 
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Доказательство. Выпишем лагранжиан задачи: 
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Соответствующие уравнения Эйлера с учетом разделения пере-
менных на фазовые переменные и управления имеют вид 
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или для данного вида лагранжиана 
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Очевидно, что 1 0 constj jC   , 1, .j m  Тогда, последовательно 
интегрируя (1) – (5), получаем 
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Если один из коэффициентов 0j  , то все соответствующие ему 
j
i , 1, ji n  будут тождественно равны нулю. 
Подставив программное управление (7) в систему (3) и последо-

вательно интегрируя снизу вверх уравнения в каждом блоке (3), 
найдем 
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В частности, изменение переменной 1 ( )jz t  будет определяться поли-

номом от времени порядка 2 1jn  . 

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 12-07-00329, 
12-01-31303 и 13-07-00720. 
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