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Решена задача определения напряженно-деформированного состояния (НДС) 
упругого полого цилиндра, нагруженного одновременно бегущей с постоянной ско-
ростью V и радиальной нагрузками. Бегущий импульс имеет прямоугольную форму. 
Расчеты, проведенные лишь по бегущей нагрузке, использованы для определения 
НДС ствола установки. Нагружение проводится внутри полости камеры сжатия 
ствола (цилиндра). Получены зависимости параметров НДС цилиндра от скоро-
сти движения импульса давления, его ширины для разных размеров цилиндра. 
Представлены зависимости параметров НДС цилиндра для общей задачи, которая 
выполнена суперпозицией решений о НДС для реальной установки при указанных  
нагрузках. 

Ключевые слова: упругий полый цилиндр, движущаяся нагрузка, радиальная 
нагрузка, суперпозиция решений. 

Задача определения напряженно-деформированного состояния 
(НДС) полого упругого цилиндра под действием бегущей и радиаль-
ной нагрузок ставится при расчете прочности баллистических уста-
новок (легкогазовых пушек) [1]. 

Метод решения задачи о НДС цилиндра при нагружении бегущей 
нагрузкой был разработан в [2]. Однако для практических выводов о 
проектировании стволов баллистических установок потребовались 
расчетные материалы, подробный анализ зависимостей НДС ствола, 
учет влияния ширины прямоугольного импульса 2c, скорости V его 
движения на геометрическую характеристику ствола (цилиндра) /b а  
(b, a — наружный и внутренний радиусы цилиндра). 

При выборе параметров ствола следует определять опасные сече-
ния с точки зрения появления пластических деформаций, допускать 
которые нельзя, так как при повторных нагружениях они могут расти 
[3]. Необходимо учитывать и характер напряженного состояния се-
чений цилиндра. Задача для подвижной нагрузки решается в по-
движных координатах, движущихся вместе с нагрузкой, при этом ис-
пользуется интегральное преобразование Фурье. 

Граничные условия задачи в подвижной системе координат r, , z 
имеют вид 

( ),r p z    0   при ;r a  

0r     при ;r b  
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     при z ,
( )     

0      при z ,

P c
p z

c

  


 

где ( )p z  — давление в прямоугольном импульсе; r, ,z — радиаль-
ная окружная и осевая координаты. 

Применив преобразование Фурье для функций u — радиальное 
перемещение,  — объемная деформация, r — радиальное напряже-
ние,  — касательное напряжение, получим решение в виде 

1 1 1 1

0

2 1

sin cos ,

A B C D
Pa r r r r

u I K I K
G a a a a

c z
d

a a

                                                 

         
   


 

1
0 0

0

2
sin cos ,A B

P r r c z
I K d

G a a a a

                                    
  

где 2
1 1 ;     

 2
0 1

0

2 1 2
1r А

P r r
I I

ra a
a


  
                           
  

  

 
1

2
0 1 0

1

0
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2 sin cos ;
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r r r a
K K I

r ra a a
a a

r
K

r c za
K d

ra a a
a

                                 
       
    

                        
      
  

  2
1 1

0

2
1 C D

P r r
I K

a a

                           


1 12 sin sin ,A B
r r c z

I K d
a a a a

                                
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где I0, K0, I1, K1 — модифицированные функции Бесселя первого и 
второго рода нулевого и первого порядков;  — параметр преобразо-
вания Фурье. 

В составленных программах описаны приведенные решения и их 
алгоритм. 

С помощью пакета программ получена база расчетных данных 
различных зависимостей параметров НДС. Необходимо было устано-
вить наиболее опасное сечение цилиндра, в котором возможен пере-
ход материала в пластическое состояние. При построении приведен-
ных далее зависимостей определялось НДС для ряда точек кривых. 
Все зависимости позволяют проводить конструкторские расчеты по 
выбору оптимального профиля ствола баллистической установки. 

Появление пластических деформаций в сечениях (точках) цилин-
дра-ствола оценивается равенством 

i s    (или 1i

s





), 

где i — интенсивность напряжений в опасных точках цилиндра; 
s — предел текучести материала конструкции. 

При расчетах используется и параметр i
i

P


  , где P — давление 

в прямоугольном импульсе. 
В расчетных формулах зависимость параметров скорости  и  

имеет вид 

 2
2
1

1
1 1 ,

C
      

где 1
2(1 )

;
1 2

С



 

  — коэффициент Пуассона. В расчетах принято 

 = 1/3. 

На рис. 1 представлены зависимости i

s

r
f

a

      
 и i i

r

a
     
 

 

при 
5

,
32

c

a


  0,6,   4.

b

a
   

Расчеты показали, что опасным является сечение при 0
z

a
 . 

На рис. 1 видно, что в таких условиях нагружения цилиндра пласти-
ческие деформации могут появиться на внутренней его поверхности 

в случае 1
r

a
 . При вычислениях принято 0,615

s

P



. 
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Влияние ширины прямоугольного 

импульса на параметр i

s




 можно про-

следить по рис. 2. При 1
s

P



 отноше-

ние 1i

s





, что показывает невозмож-

ность избежать пластических деформа-

ций при 1
r

a
 , 0

z

a
  для 0,6  . На 

этом же рисунке показана ось ординат 

для 0,6
s

P



. Рабочая зона по 

c

a
 значи-

тельно расширяется для 1i

s





 во всех 

представленных значениях .
b

a
 Если 

понизить давление внутри камеры сжа-

тия (ствола) до 0, 435
s

P



, то все кри-

вые по 
c

a
 оказываются рабочими, т. е. 

отсутствуют пластические деформации 

при 1
r

a
 . 

 

На рис. 3 представлена серия зависимостей 
c

a
     
 

 для различ-

ных значений 
b

a
. Эти кривые определяют оптимальное поведение 

данной конструкции, т. е. данного цилиндра с фиксированной вели-

чиной 
b

a
. На кривых фиксируются точки, которые указывают крити-

ческое состояние цилиндра при данном отношении 
b

a
, где 1i

s





. 

Рабочая зона для каждого значения 
b

a
 расположена выше и левее со-

ответствующей кривой. 
 

Рис. 1. Распределение без-
размерной интенсивности 

напряжений   по ра-

диальной координате  

1 — ;  

2 —  
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На рис. 4 показаны зависимости 
b b c

a a a
     
  

 для различных зна-

чений скоростного параметра  (нагружение прямоугольным импуль-
сом). Представлены предельные кривые. Рабочая зона заштрихована. 

Эти зависимости построены при 1i

s





 и 0,625

s

P



 для выбора па-

раметра ствола 
b

a
 реальных установок. 

Рис. 2. Зависимости безразмерной
интенсивности напряжений от полу-
ширины прямоугольного импульса

 при    (оси ор-

динат: I — для  II — для 

 кривые 1 —  2 —

 3 —   

Рис. 3. Предельные кривые, опре-
деляющие расчетные зоны по па-

раметрам γ  и  для заданных па-

раметров конструкции  (расчет-

ные зоны находятся левее кривых;

    
на

кривых 1 — 
 

2 —
 

3 —
 

)
 

Рис. 4. Зависимости геомет-

рии ствола  от ширины

импульса давления при

 для различных

значений : 1 — 0,6; 2 — 0,7;
3 — 0,9 
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В ряде случаев пользуются характеристикой напряженного со-
стояния, записанной в виде 

1 2 3 ,
i

  
 


 

где 1, 2, 3 — главные напряжения в точке тела. 

Для значений параметров 4,
b

a
  0,6,   1,

r

a
  

5

32

c

a


  на рис. 5 

построена зависимость ( / ).f z a   
По значению  можно судить о напряженном состоянии внут-

ренней поверхности цилиндра. Следует отметить, что «опасную» 
точку необходимо характеризовать в общем случае двумя парамет-
рами — i и . 

Напряжение i характеризует переход материала тела в пласти-

ческое состояние 1,
r

a
  если 1;i

s





  характеризует «опасное» 

напряженное состояние. Обычное напряженное состояние при оди-
наковом i тем опаснее, чем больше алгебраическое значение . 
Например,  = –1 для одноосного сжатия,  = 1 для одноосного рас-
тяжения,  = 2 для двухосного равномерного растяжения. При оди-
наковом значении i более опасными могли быть точки, начиная с 

5
.

32

z c

a a


   

Максимум получает-
ся близким к   1 для 

10
.

32

z

a


  С точки зрения 

напряженного состояния 
эта точка может быть 
опасной при появлении, 
например, остаточных 
деформаций. 

Задача о колебаниях 
полого упругого одно-
родного цилиндра была 
решена ранее [4], однако 
до сих пор пока еще не 
рассматривалось НДС ци-
линдра и практически от-
сутствуют расчеты по за-
дачам определения НДС. 

Рис. 5. Изменение параметра напряженного
состояния  вдоль осевой координаты

 при      
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Приведем алгоритм решения задачи определения НДС цилиндра 
под действием радиальной нагрузки. 

Граничные условия задачи 

0 (1 cos ) при , 0,

0 при , 0,
r

P t r a t

r b t

   
    

 

начальные условия 0
u

u
t


 


 для ,a r b   

 

 

22

2

2
0

2

2 2
1 2 2 2 2 2 2

2 2

2 1
2

ˆ2

2 1 1

( )cos ( ) ( )
2 ;

2 1 ( ) 2 1 ( )

s s

s
s s

b r
u G a aau
a P r b

a

i tj a j b

a b
j b j a

c c





    
   

 
   

 
  


   
           
   



 

 

 

2

2

2
0

2

2 2
1 2 2 2 2 2 2

2 2

1 2 1
ˆ2 2

2 1 1

( )cos ( ) ( )
2 .

2 1 ( ) 2 1 ( )

r r

s s

s
s s

b
G a
P b

a

i tj a j b

a b
j b j a

c c





 
    

 
  

 
  


   
           
   



 

Введем обозначения s
s

a
y

c


  и s

s
cy

a
  . Тогда 

1 0

1 0

( )

,

( ) ( ) ( ),

( ) ,

( ) ( ) ( ),s

s s s

s s s

s s s

s s

b a b b
y

c c a a
j a J y y J y

b b b
j b J y y J y

a a a

i i f x 

   

 

       
   

     


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где ( ) .s
r a r r

x y
c c a a

  
     При s    имеем ( ) ,s

s
r

x y
a

   

1 0 1 1

( )
0 0

1 0

( ) ( ) ,
2

( ) ( ) ( ) ,
2

( ) .

s

s s s s s s

s s s s

s s s

b b b r r
i Y y y Y y J y j b Y y

a a a a a

r r r r
f x z b y J y j b y Y y

a a a a

b b b
z b Y y y Y y

a a a



                                 
               

       
   

 

В этих уравнениях J0, J1, Y0 и Y1 — функции Бесселя нулевого и 
первого порядков. 

Далее запишем 

0
ˆ

u G
u

a P
 , 

0

ˆ r r
G

P
   , 

0

ˆ
G

P
    , 

0

ˆ G

P
   , 

ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,
/

r
u

r a
         

0 0 0

2 2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ2 , 2 , ,
1 2 1 2 1 2

r z
r r z

P P P


 
     

               
     

 

 

 

 

2

2

2
0

2

2
1 2 2 2 2 2 2

2

1 2 11
ˆ

2
2 1 1

( )cos ( ) ( )
,

2 1 ( ) 2 1 ( )

r r

s
s

s
s s

b
G r
P b

a

cy
i tj a j ba a

r b
y j b y j a

a





 
    

 
   

 

 


 
        

 



 

где 
2G

C
 




 — скорость объемной волны; ,G  — параметры 

Ляме; 
2

2

G

G

 
  . 
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По указанным выше зависимостям решаем задачу определения 
НДС цилиндра при радиальном нагружении. Затем используем метод 
суперпозиции решений: 

u

r
   или 1

1u

r
  ; 

2 1 2
2 1 2, ,

u u u u

r r r r
              

где  — решение для комплексной задачи. 
Кроме того, запишем 

 
1 2

1 2
r r r

u uu

r r

 
      

 
 

и далее 1 2 1z z z z       , 2 0z  . 
Из предыдущего имеем 

1 2r z           , 

где 1 1 11 r z       ; 2 22 r     . 
Далее доказываем следующее: 

   1 2 1 21 22 2r r r r r rG G                  , 

где 

1 1 2 2 1 2

1 1 21 2 1 2

1 1 2

1 2

1 2

1 2

2 , 2 , 2 ,

2 , 2 , 2 ,

2 , .

r r r r

z z z z

z z z

G G G

G G G

G

   

   

                 
               
       

 

То же имеем и для 1 2 1      , так как 2 0  . 
Из предыдущего 

1 2u u u

a a a
  . 

После простого пересчета запишем 

1 2u P
u

a G



 и 2 0ˆ .

u P
u

a G
  
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Тогда 

02
ˆ .

u P P
u u

a G G
 


 

Далее 

1 2r r r      

или 

1 2 0

0
,r r r P

P P P P

  
    1 2

0 ,r r r
P

P
      

где P — давление в прямоугольном импульсе в первой задаче; P0 — 
давление во второй задаче. 

Далее 1 2     , 1
2 P

G
  


, 0

2
ˆ P

G
    и окончательно получим 

1 2
0

r
2 ˆ, ,r r

P P

G G
         


 

где 1

2
;r r

P

G
  


  2

0ˆ .r r
P

G
    

В итоге расчетов: 

1 1
02 2

ˆ , ;r r r z z z
P P P

G G G
         

 
 

1 2
02

ˆ
P P

G G
            


. 

1 2      ,  1 2 ;z z z     

1 2 1 20 0

0 0
, z z zP P

P P P P P P P P
       
     

или 

1 2

0P

P
       ,  1 2

0 .z z z
P

P
     



 Динамическое нагружение камеры сжатия и ствола баллистической установки 

11 

Здесь и выше обозначены , ,r z    — безразмерные суммарные зна-
чения напряжений. Интенсивность их рассчитывается по формуле 

     2 2 2 22
6 ,

2
i

i z r z r rz
P

 


              

где rz
P


    . 

Критическим значением i является s, поэтому для упругого де-

формирования материала необходимо выполнить условие 1i

s





. 

Найдем i

s




: 

i s
i

s P

 
 


, 

отсюда 

i
i

s s

P
 

 
. 

Для упругой области имеем 1i
s

P
 


. 

На рис. 6 представлены зависимости для i

s




 с учетом влияния 

давления фона P0, которое принято в долях давления бегущего им-
пульса. Эти зависимости представлены для момента времени t = tmax. 

Они построены для определенных значений 
s

P


. Зависимости, ле-

жащие ниже 1i

s





, указывают на тот факт, что ствол в опасной точ-

ке находится в упругом состоянии. 

Параметр 
2

2
1 ,

V

C
     
 

 где C2 — скорость сдвиговой волны (для 

стали 2 3180C   м/с). При расчетах V = 1800…2400 м/с, 16...24.
c

a
  

Метод решения задач, изложенный в [2], был обобщен и исполь-
зован для решения более сложных задач [5, 6]. 
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Выводы. 1. Решена задача определении напряженно-дефор-
мированного состояния полого упругого цилиндра при одновремен-
ном действии движущейся и радиальной нагрузок. 

2. Разработан метод расчета НДС полого упругого цилиндра, со-
ставлена программа расчетов и приведены расчеты, позволяющие 
сделать заключение о НДС реального ствола баллистической уста-
новки или дать рекомендации о его параметрах при проектировании. 

3. Изображенные на рис. 3–6 зависимости потребовали провести 
циклы расчетов НДС цилиндра и получить материал, который позво-
ляет решать обратные оптимизационные (конструкторские) задачи по 
выбору параметров ствола установки. 
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Dynamic loading of the compression chamber 
and the tube of a ballistic installation 

© V.V. Dubinin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The paper considers the problem of defining the stress-strain state (SSS) of the elastic 
hollow cylinder, having a traveling wave with a constant velocity and radial load. The 
traveling pulse is of a rectangular shape. The calculations were made on the traveling 
load and were used for defining the SSS of the tube. Loading is produced inside the com-
pression chamber of the cylinder. There were obtained parameters depending on the 
speed of pressure pulse movement, its width for different sizes of the cylinder. The author 
presents parameter dependences of SSS for the general problem, which is solved by su-
perposition of solutions of SSS for real installation at the loads given above. 

Keywords: elastic hollow cylinder, traveling load, radial load, superposition of solutions. 
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