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На базе предложенной математической модели взаимодействия атомов, выле-
тающих с поверхности конденсированной фазы, разработаны компьютерные про-
граммы по моделированию стационарного процесса тепломассопереноса в от-
крытых системах щелевого и цилиндрического типов. Компьютерные экспери-
менты позволили определить вероятности вылета атомов из систем, угловые 
распределения и энергии вылетающих атомов, распределения атомов по напыляе-
мым поверхностям и числа столкновений атомов со стенками. Данный подход 
удобен для получения точных формул вероятностей вылета частиц из щелевых 
систем. Точные формулы получены для систем с различными высотами стенок и 
числом столкновений частиц со стенками систем в свободномолекулярном режи-
ме течения газовой среды при различных законах вылета частиц с поверхностей.  

Ключевые слова: математическое моделирование, геометрико-вероятностный 
метод, перенос частиц. 

Процесс массопереноса частиц газа в системах в свободномоле-
кулярном режиме течения характеризуется тем, что частицы движут-
ся прямолинейно и сталкиваются со стенками систем, а не друг с 
другом в газовой фазе. Для описания движения частиц в таких усло-
виях уравнение Больцмана не подходит [1–6]. Для определения веро-
ятностей вылета частиц из открытых систем щелевого типа исполь-
зуют метод Монте-Карло [7–13]. В зависимости от цели исследова-
ний можно получать узконаправленные потоки частиц из систем или 
с максимальным рассеянием. Таким образом, изменяя высоту стенок 
систем, можно получать пучки частиц с заданным рассеянием, т. е. 
управлять движением вылетающих частиц.  

При моделировании вылета частиц с поверхности конденсиро-
ванной фазы или с поверхности стенок систем используют закон ко-
синуса. Как было установлено [4], этот закон является предельным 
случаем для безразмерного параметра r = U/(kT), стремящегося к бес-
конечности, где U — энергия связи вылетающих частиц с молекула-
ми поверхности конденсированной фазы; k — постоянная Больцмана; 
T — температура системы. Вероятности вылета частиц из систем для 
параметра r > 10 на доли процента отличаются от соответствующих 
вероятностей вылета для асимптотического случая. В другом пре-
дельном случае, при r → 0, вылет частиц с поверхности осуществля-
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ется по закону синуса, что соответствует равновероятному вылету 
частиц с поверхности. 

Следуя геометрико-вероятностному подходу, из схемы, пред-
ставленной на рисунке, получаем: точечная частица, имеющая коор-
динату х, может вылететь из системы с относительной высотой сте-
нок, равной Н, без столкновения со стенками в том случае, если со-
отношение между компонентами скоростей vx и vy будет таким, что 
угол, под которым вылетает частица, будет меньше критических уг-
лов θкр1 и θкр2.  

Для произвольного положения х частицы на поверхности конден-
сированной фазы можно найти критический угол по формуле 

кр1=arctg .
x

H
  

Все частицы, вылетающие из точки с координатой х, могут выле-
теть из системы без столкновений со стенками, если угол вылета θ, 
определяемый составляющими скорости, принадлежит интервалу (0; 
θкр1). Отсюда можно определить средний угол вылета частиц из систе-
мы, просуммировав все возможные углы вылета θ и все возможные 
положения точек вылета на поверхности конденсированной фазы от 
нуля до единицы. Средний критический угол для вылета частиц по за-
кону косинуса будет определяться с помощью двойного интеграла: 

кр11

кр1

0 0

cos .dx d


                                          

Вычисление двойного интеграла приводит к следующей формуле: 
 

2
кр1 1 .H H     

 
Чтобы найти весь средний угол, 

следует провести аналогичные рас-
четы и для второго критического 
угла θкр2 или, исходя из очевидной 
симметрии задачи, умножить полу-
ченное выражение на 2.  

Для определения вероятности 
вылета частиц из системы без 
столкновений со стенками необ-
ходимо учитывать нормирующий 
множитель: Общая схема щелевого канала
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1 /2

0 0

2 cos .M dx d


     

С учетом нормировки получаем точную формулу для определе-
ния вероятности вылета частицы из щелевого канала без столкнове-
ния со стенками: 

2
1(0; ) 1 .W H H H    

В предельном случае при H = 0, когда нет стенок, W1(0; H) = 1, т. е. 
все частицы вылетают из такой системы без столкновений со стенка-
ми. При H → ∞  W1(0; H) → 0.  

При вылете частиц с поверхности конденсированной фазы воз-
можны такие траектории их движения [14–24], что они будут попа-
дать на стенки системы. Это может реализоваться, если частицы из 
точки с координатой х будут вылетать в диапазоне углов (θкр1; π/2). 
Средний угол попадания частиц на стенку системы определяется с 
помощью двойного интеграла: 

кр1

1 /2

кр1

0

cos .dx d




      

Вычисление этого двойного интеграла и учет нормировочного 
множителя дает следующую точную формулу для определения веро-
ятности попадания частиц, вылетевших с поверхности конденсиро-
ванной фазы, на стенку системы: 

2
2 (0; ) 0,5(1 1).W H H H     

Очевидно, что сумма вероятностей W1(0; H) и 2W2 (0; H) равна 
единице. 

Из формулы вероятности попадания частиц на стенки системы 
после вылета с поверхности конденсированной фазы можно получить 
формулу плотности вероятности распределения столкновений частиц 
по высоте стенки системы, заменив H на z и взяв производную от 
этой функции по z: 

2
2 (0; ) 0,5(1 / 1).z z z     

Данная функция не имеет экстремумов. При z = 0  ρ2(0; z) = 0,5, а при 
z → ∞  ρ2 (0; z) → 0. 
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Зная плотность распределения числа столкновений частиц, выле-
тевших с поверхности конденсированной фазы, по высоте стенки си-
стемы, можно получить формулу для определения вероятности попа-
дания частиц в конденсированную фазу после одного столкновения 
со стенкой W3(1; H) . 

Формулу для определения среднего угла попадания частиц в кон-
денсированную фазу с учетом распределения столкновений частиц со 
стенками системы можно представить в виде 

кр

/2

кр3 2
0

(0; ) cos ,
H

dz z d




       

где кр= arctg(1/ )z . С учетом нормировки получим точную формулу 

для определения вероятности попадания частиц в конденсированную 
фазу после одного столкновения со стенками системы: 

 

2
2

2

3
2

1
1 1 ln

1(1; ) .
2 1 1

H H
H H

HW H
H H

    


  
 

Аналогичные вычисления выполнены для случая, когда частицы 
вылетают с поверхности по закону синуса. Заменив в подынтеграль-
ной функции косинус на синус и рассчитав соответствующие двой-
ные интегралы, получим следующие точные выражения. 

Вероятность вылета частиц из системы без столкновения со стен-
ками 

1

21 1
(0; ) 1 ln ,

H
W H H

H

  
    

 
 

вероятность попадания частиц на стенку системы 

2

2
1 1

(0; ) ln ,
2

H H
W H

H

  
   

 
 

плотность вероятности распределения столкновений частиц, выле-
тевших с поверхности конденсированной фазы, по стенке системы 

2

2
2

1 1 1
(0; ) 0,5 ln ,

1

z
z

z z

           
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вероятность попадания частиц в конденсированную фазу после одно-
го столкновения со стенками системы 

2 2
2

3
2

1 1 1
1 ln ln ln 2

(1; ) .
1 1

2 ln

H H
H

H H
W H

H
H

H
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    

 
  
  
 

 

Результаты расчетов по полученным формулам совпадают с дан-
ными вычислений, выполненных с помощью метода Монте-Карло. 
Аналогичный подход можно применить для определения вероятно-
стей вылета частиц из прямоугольных и цилиндрических систем с 
произвольным углом наклона стенок. Приведенные точные формулы 
можно использовать как тестовые при работе датчиков случайных 
чисел.  
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