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Для марковской цепи с дискретным или непрерывным множеством состояний рас-
смотрена задача нахождения двух марковских моментов остановки, для которых 
математическое ожидание разности значений случайного процесса в эти момен-
ты времени имеет максимальное значение. Интерпретация задачи — моменты 
покупки и продажи финансового актива в условиях, когда цена на этот актив из-
меняется по закону марковской цепи с заданной матрицей переходных вероятно-
стей. Приведены результаты численных расчетов для ряда моделей марковских 
цепей. 

Ключевые слова: марковская цепь, момент остановки, переходные вероятности, 
метод обратной индукции, случайное блуждание, модель Эренфестов. 

 
Введение. Пусть на конечном временнóм интервале [0, ]N  задана 

марковская цепь ,nX  [ ]0,1, ..., .n N∈  Случайная величина ( ) ,τ = τ ω  
принимающая значения из множества [ ]0,1, ..., ,N  называется марков-
ским моментом остановки, если при всех [ ]0,1, ...,l N∈  имеет место 
включение ( ){ } { }0 1: , , ..., ,ll X X Xω τ ω = ∈σ  где { }0 1, , ..., lX X Xσ  — 
сигма-алгебра, порожденная случайными величинами 0 1, , ..., ,lX X X  
т. е. принятие решения об остановке в момент времени l  
{ }( )lτ = определяется по поведению марковской цепи до момен-
та l включительно. 

Задача заключается в том, чтобы отыскать два марковских мо-
мента остановки τ  и σ , таких, что ( ) max,X Xτ σΜ − →  где ( )Μ  — 
математическое ожидание случайной величины. 

Интерпретация задачи. Пусть цена некоторого актива изменя-
ется по закону, описываемому марковской цепью nX . Если σ  — мо-
мент покупки актива, а τ  — момент его продажи, то задача состоит в 
том, чтобы получить максимальный средний выигрыш от операции 
«покупка—продажа» актива. В дальнейшем будем придерживаться 
терминологии в рамках этой интерпретации. Будем различать страте-
гию поведения игроков двух типов: 1) склонный к риску игрок поку-
пает актив и не продает имеющийся на руках актив, даже если ожи-
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даемый выигрыш равен нулю; 2) не склонный к риску игрок покупа-
ет актив только в том случае, если ожидаемый выигрыш строго по-
ложителен, и продает, если предложенная цена не меньше средней 
ожидаемой цены от продажи в будущем. 

Дискретные марковские цепи. Пусть множество состояний 
марковской цепи является дискретным: { }1 2, , ...,l mX t t t∈ (конечное 
или счетное). В этом случае поведение марковской цепи описывается 
матрицей переходных вероятностей ( )1( , )l l j l ii j X t X t+Ρ = Ρ = = (для 
однородной марковской цепи матрица переходных вероятностей от 
l не зависит). Сначала рассмотрим момент продажи τ  уже имеюще-
гося актива. Обозначим через ( )lS t  средний доход от продажи актива 
при условии, что ,lX t=  { }1 2, , ..., ,mt t t t∈  1, 2, ..., .l N=  Воспользуем-
ся методом обратной индукции. Ясно, что ( ) .NS t t=   

Рассмотрим предыдущий момент времени 1.l N= −  Пусть 
1 .N jX t− =  Решение о том, продавать актив в момент времени 

1l N= −  или нет, зависит от того, какова цена на него в этот момент: 

если ожидаемый доход на следующий момент ( )1
1

,
m

i N
i

t j i−
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Ρ∑  больше, 

чем предлагаемая цена 1N jX t− = , то имеет смысл ждать еще один 

шаг; в противном случае 1Nτ = −  и ( )1 .N j jS t t− =   
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Для склонного к риску игрока строгие неравенства становятся 
нестрогими и, наоборот, нестрогие неравенства следует заменить на 
строгие. Это замечание касается всех последующих рассуждений, 
поэтому соответствующие формулы приводятся для игрока, не 
склонного к риску. 
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Аналогично при 2l N= −  ( 2N jX t− = )  
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Средний выигрыш  
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Для произвольного момента времени l  ( ,l jX t l= τ ≥ ) имеют ме-
сто следующие соотношения: 
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Таким образом, стратегия продажи актива заключается в том, что 
актив продается, если предлагаемая цена l jX t=  выше ожидаемого 

дохода от продажи в будущем ( )1
1

( ) , .
m

l i l
i

S t j i+
=

Ρ∑  

Далее рассмотрим момент покупки .σ  Ясно, что 1.Nσ ≤ −  
Пусть 1 .N jX t− =  Обозначим через ( )lG t  среднюю доходность от опе-
рации «покупка—продажа» актива при условии, что ,lX t=  

{ }1 2, , ..., ,mt t t t∈  1, 2, ..., .l N=  Имеет смысл купить актив ( 1Nσ = − ), 

если jt  меньше ожидаемого дохода от продажи актива ( )1N jS t− . В 
этом случае стратегия остановки  
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и средняя доходность для операции «покупка—продажа»  
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Аналогично для произвольного момента времени l  
( ,l jX t l= σ ≥ ) получаем 
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и средняя доходность имеет вид 
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Рассмотрим некоторые примеры, иллюстрирующие описанные 
выше правила оптимальной остановки для дискретных марковских 
цепей. 

 
1. Последовательность независимых случайных величин, имею-

щих равномерное распределение на отрезке [1, m] (с точки зрения 
рынка — полный хаос). Матрица переходных вероятностей имеет вид 

( , ) 1/ .l i j mΡ =  На рис. 1 представлены результаты расчетов для слу-

 
Рис. 1. Оптимальные правила остановки для независимых случайных величин 
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чая 120,N =  50.m =  Нижняя кривая определяет момент покупки σ  
(если цена актива оказалась меньше, чем значение функции, задаю-
щей график нижней кривой, то наступает момент покупки). Анало-
гично верхняя кривая определяет момент продажи .τ  Жирная штри-
ховая линия условно изображает изменение цены актива. 

На рис. 2 приведена зависимость средней доходности операции 
«покупка—продажа» на момент времени 10,N l− =  20m =  от состо-
яния марковской цепи в этот момент времени. 

 
Рис. 2. Зависимость средней доходности от состояния марковской цепи 

 
Видно, что если в данный момент цена выше границы покупки, 

то средняя доходность от нее не зависит. Если предлагаемая цена 
ниже границы покупки, то доходность линейно возрастает с умень-
шением цены покупки.  

На рис. 3 дана зависимость средней доходности от временнóго 
интервала, на котором осуществляется процесс игры (начальное со-
стояние 25t = ). Следует отметить одну особенность: для последова-

 
Рис. 3. Зависимость средней доходности от длительности игры 



А.В. Анферова, Л.Г. Ветров, А.Л. Сунчалина 

6 

тельности независимых случайных величин за довольно короткое 
время доходность достигает значений, близких к максимально воз-
можному.  

2. Симметричное случайное блуждание с отражающими экра-
нами. Матрица переходных вероятностей имеет вид ( , ) 1/2l i jΡ =  при 

1j i= −  или 1j i= + , если 1i ≠  и i m≠ , (1, 2) ( , 1) 1.l l m mΡ = Ρ − =  
Рисунок 4 отражает стратегию поведения игрока, склонного к 

риску, а рисунок 5 — игрока, не склонного к риску. В первом случае 
расчеты проводились для 120,N =  50,m =  во втором — для 60,N =  

50.m =  

 
Рис. 4. Стратегия поведения игрока, склонного к риску 

 
Рис. 5. Стратегия поведения игрока, не склонного к риску 

 
Склонный к риску игрок на коротком промежутке времени готов 

покупать по любой цене, и его стратегия изменяется только в том 
случае, когда у случайного блуждания появляется возможность до-
стичь верхней границы. Он готов продавать только по максимальной 
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цене. Рисунок 5 показывает, что игрок, не склонный к риску, готов 
покупать только по самой низкой цене, а стратегию продажи опреде-
ляет верхняя кривая (при продаже этот игрок готов ждать, если есть 
надежда достичь нижней границы).  

Отметим существенное различие в стратегиях игроков, склонных и 
не склонных к риску. Более того, для симметричного случайного блуж-
дания на всей прямой игрок, не склонный к риску, никогда не будет 
покупать актив, а склонный к риску игрок купит его сразу же и будет 
держать до последнего момента времени. Но при этом средний выиг-
рыш у обоих игроков в любом случае будет одинаковым (нулевым). 

3. Модель Эренфестов. Матрица переходных вероятностей имеет 
вид ( , ) 0,l i jΡ =  если 1,i j− ≠  ( , 1) ( )/( 1),l i i n i nΡ + = − −  ( , 1)l i iΡ − =  

( 1)/( 1).i n= − −  У этой модели есть разумная рыночная интерпрета-
ция: при стабильной ситуации на рынке цена актива стабилизируется 
и при отклонении цены актива от среднего значения спекулятивные 
операции с «короткими» деньгами «тянут» ее к среднему значению. 
Стратегии для определения σ  и τ представлены на рис. 6. 

 
Рис. 6. Правила остановки в модели Эренфестов 

На рис. 7 дана зависимость средней доходности операции «по-
купка—продажа» от t  при условии, что 100 ,X t=  200,N =  50.m =  

График на рис. 8 отражает зависимость средней доходности от 
временного интервала, на котором осуществляется процесс игры 
(начальное состояние 25t = ). Доходность операции «покупка—
продажа» для модели Эренфестов существенно отличается от модели 
независимых случайных величин (см. рис. 3). Если для независимых 
случайных величин средняя доходность, равная 90 % максимальной, 
достигалась на временнóм отрезке [0, 30],  то для модели Эренфестов 
даже на отрезке [0, 200]  она едва достигает 14 % максимально воз-
можной доходности. 
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Рис. 7. Зависимость средней доходности от состояния марковской цепи 

 
Рис. 8. Зависимость средней доходности от длительности игры 

 
Непрерывные марковские цепи. Пусть множество состояний 

марковской цепи является непрерывным: ( ), ,lX a b∈  где ,a b  — ко-
нечные или бесконечные. В этом случае поведение марковской цепи 
описывается плотностью переходных вероятностей ( , )lp x y =  

[ ]( )1
0

lim , /l l
y

X y y y X x y+
Δ →

= Ρ ∈ + Δ = Δ  (для однородной марковской 

цепи плотность переходных вероятностей от l не зависит).  
Аналогично дискретному случаю сначала рассмотрим момент 

продажи τ  уже имеющегося актива. Пусть ( )lS t  — средний доход от 
продажи актива при условии, что ,lX t=  ( ), ,t a b∈  1, 2, ..., .l N=  Яс-
но, что ( ) .NS t t=  Рассмотрим предыдущий момент времени 1.l N= −  
Пусть 1 .NX t− =  Решение о том, продавать актив в момент времени 

1l N= −  или нет, зависит от того, какая цена на него в этот момент: 
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если ожидаемый доход на следующий момент 1( , )
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Для непрерывной марковской цепи стратегия поведения игрока 
не зависит от склонности к риску, так как знак равенства в определе-
нии τ  достигается с нулевой вероятностью. 

Аналогично дискретному случаю для момента продажи τ , если 
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Для момента покупки актива в момент времени 1t N= −   
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При этом доходность операции «покупка—продажа»  
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В произвольный момент времени, если ,lX t=  ,lσ ≥  получаем 
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При этом средняя доходность  
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⎩

∫ ∫
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Рассмотрим пример модели, которая в некотором смысле являет-
ся аналогом модели Эренфестов для дискретного случая. Плотность 

переходных вероятностей имеет вид 
( )2/2 /2

( , ) ,
2

y x

l
ep x y
− −

=
π

 т. е. если 

цена вышла на уровень ,x  то ее «тянет» к середине отрезка [0, x] 

 
Рис. 9. Правила остановки для непрерывной марковской цепи 
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(к началу координат). Графики на рис. 9 описывают стратегию по-
купки и продажи актива при условии, что характер изменения его це-
ны описывается данной моделью марковской цепи. Расчет проводил-
ся для 200.N =  

Стратегии в данной модели и в модели Эренфестов сходны с тем 
лишь различием, что в модели Эренфестов точкой притяжения явля-
ется середина отрезка [1, m], а в данной модели — начало координат. 
Зависимости доходности от исходного состояния марковской цепи на 
фиксированном промежутке времени и от длительности игры для 
фиксированного состояния аналогичны зависимостям, изображен-
ным на рис. 7 и 8 для модели Эренфестов.  
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