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В работе рассмотрен метод планирования форсированных испытаний восстанавли-
ваемых систем, с помощью которого оптимизируются дисперсии оценок парамет-
ров регрессионной модели зависимости интенсивности потока отказов от факто-
ров нагружения. Поток отказов технической системы является нестационарным 
пуассоновским процессом со степенной зависимостью интенсивности потока от 
времени (модель Кроу). Факторы нагружения оказывают влияние только на пара-
метр масштаба модели, параметр формы остается неизменным. Оценки парамет-
ров вычисляют методом максимального правдоподобия, дисперсии оценок заменя-
ются их приближенными асимптотическими значениями путем обращения 
наблюдаемой матрицы Фишера. Параметрами, по которым проводят оптимиза-
цию испытаний, являются доли общего числа изделий, испытываемых на каждой 
ступени. При произвольном количестве ступеней испытаний оптимизируют обоб-
щенную дисперсию оценок модели (определитель матрицы ковариаций оценок). В 
частном случае (для двух ступеней испытаний) получены точные выражения для 
параметров, оптимизирующих как обобщенную дисперсию, так и дисперсии оценок 
каждого параметра. Во всех случаях необходимым условием испытаний является 
равенство продолжительности испытаний на разных ступенях.  

Ключевые слова: модель Кроу, восстанавливаемая система, форсированные ис-
пытания, обобщенная дисперсия, метод максимального правдоподобия.  

Форсированные испытания широко применяют для ускоренного 
определения показателей надежности технических систем [1–4]. Для 
невосстанавливаемых систем разработаны различные методы прове-
дения форсированных испытаний и методы анализа их результатов 
[5–7]. Значительно в меньшей степени данные методы используют 
для оценки показателей надежности восстанавливаемых систем. Эти 
показатели подробно исследованы в [8]. В настоящей работе предла-
гается метод проведения форсированных испытаний восстанавлива-
емых систем с нулевым временем восстановления. В основу положе-
на модель Кроу [9, 10] старения восстанавливаемых систем, 
параметры которой зависят от нагрузки испытаний. 

Пусть имеется восстанавливаемая система, для которой считаем, 
что время ее восстановления пренебрежимо мало. Известно, что со 
временем система стареет, и интенсивность потока ее отказов увели-
чивается. Для описания старения восстанавливаемых систем широко 
применяют модель Кроу [9–11], в которой интенсивность потока от-
казов имеет вид  
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1( ) λβz t t , 

где λ 0  — параметр масштаба; β 0  — параметр формы. 
Сам процесс появления отказов является нестационарным пуас-

соновским потоком, для которого количество отказов ( )N t  за вре-

мя t  имеет математическое ожидание β( ) ( ) λ .H t MN t t   Очевидно, 

что β 1( ) [ ( )] λβ .z t M N t t    Кроме того, количество отказов для непе-
ресекающихся промежутков времени есть независимые случайные 
величины, причем 
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Для прогнозирования показателей надежности восстанавливае-
мых систем требуется знание параметров , .   Проблема заключается 
в том, что невозможно получить достаточное количество статистиче-
ской информации для достоверной оценки этих параметров — 
настолько надежными бывают системы. По этой причине применяют 
форсированные испытания, которые ускоряют процесс наступления 
отказов (увеличивают ( )z t ) за счет воздействия на изделие утяжеля-
ющего фактора x . В дальнейшем под фактором будем всегда пони-
мать температуру испытаний T (в абсолютных единицах К). Кроме 
того, в расчетах применяется широко распространенная модель Ар-
рениуса, в которой: 

– параметр шкалы 1 2β β /λ Te  ; 
– параметр формы не зависит от фактора. 
Уточним, что выводы работы будут теми же самыми для любого 

воздействующего фактора x , не обязательно для абсолютной темпе-
ратуры. Важно только, чтобы зависимость параметра шкалы от фак-
тора x  описывалась логарифмически линейной моделью 1 2β βλ xe  . 

Форсированные испытания изделий проводят следующим образом: 
– при каждом значении фактора iT  испытывается in  изделий в 

течение времени it , 1,...,i k ; 

– на каждой ступени испытаний фиксируются времена 
наступления отказов ijt  и их общее количество ir , 1,..., ij r .  

Обозначим 
1

k

i
in n



 . Задача состоит в оптимальном 

распределении общего числа испытываемых изделий n  по k  ступеням 
испытаний. Оптимизируемым параметром будет являться обобщенная 
дисперсия, т. е. определитель матрицы, обратной наблюдаемой матрице 
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Фишера (матрице асимптотических ковариаций оценок параметров 

1 2β,β ,β
  

). 

Во всех дальнейших выкладках предполагаем, что it t , т. е. 

продолжительность испытаний на всех ступенях одинакова. 
Функцию правдоподобия для восстанавливаемых систем запи-

шем следующим образом: 
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Логарифм функции правдоподобия будет иметь вид 
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Оценки параметров 1 2β, β , β
  

 находим стандартным образом из 

системы уравнений  

1 2

ln ln ln
0, 0, 0

β β β

L L L  
  

  
. 

Особенности нахождения оценок описаны далее. 

Асимптотическую матрицу ковариаций оценок 1 2β, β ,β
  

 получаем 

обращением наблюдаемой информационной матрицы Фишера, кото-
рую составили из вторых частных производных ln L , взятых со зна-
ком минус. Ввиду громоздкости вычислений и несложности преобра-
зований выпишем конечный результат — асимптотическую матрицу 
ковариации оценок:  
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Рассмотрим определитель матрицы (1). Оптимальные доли общего 
числа испытываемых изделий на k ступенях, дающие минимум опре-
делителя матрицы D, совпадают с оптимальными долями, дающими 
максимум определителя обратной матрицы 1D . После несложных 
преобразований получаем 
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Введем обозначения: 
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Определим матрицы αη γΘ , Θ  размером k k  следующим образом: 

αη γΘ αη ;Θ γγT T 
 

. 

Тогда  
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Для поиска оптимальных долей выборки на каждой ступени ис-

пользуем метод Лагранжа. Введем λ  — неопределенный множитель 
Лагранжа. Тогда, учитывая условие ρ 1T e 

 
, функция Лагранжа име-

ет вид 
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Умножая первое уравнение в (2) слева на Тe


, нетрудно получить 
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 . После подстановки λ  в (2), учитывая ограничение 

ρ 1T e 
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Пусть θij  — элемент матрицы Θ . Представляя второе слагаемое 

во втором уравнении системы (3) в виде ρA


, где 
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получим представление для второго уравнения Θρ ρ 0A 
 

. Вводя 

матрицу Φ  с элементами 
1

1
φ θ θ

k

i j i j l j
lk 

   , 1, ; 1,i k j k  , оконча-

тельно можем записать 
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Поскольку определитель матрицы Φ  равен нулю, то система (4) 
имеет ненулевое решение. Если заменить последнюю строку матри-
цы Φ  на строку Te


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ницу, то получим неоднородную систему уравнений с невырожден-
ной матрицей. Система записывается в виде 
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Систему (5) можно решить любым из известных методов реше-
ния линейных систем. Таким образом, получаем оптимальные доли 
выборки для каждой ступени. 

Во многих случаях важно оптимизировать дисперсию оценок 
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 
   

      
   

    


 

Стандартным способом дифференцируя  1βD


,  2βD


 по 1ρ , вы-

числяем оптимальные значения для 1 2ρ , ρ в каждом случае: 
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для  1βD


  

2 2 1
2 2

2 2 2 1

1
β (1/ 1/ )β /2 2

1 1 2
1,опт β / β /2 2

1 2

ρ ;
T TT

T T

T e TT e

T e T e









 
2,опт 1,оптρ 1 ρ  ; 

для  2βD


 

2
1 2

1, опт 1 1
0,5β

1
;

1 T Te
 

 
 

 


 2,опт 1,оптρ 1 ρ  . 

Отметим, что для рассматриваемого случая 2k   минимизация 

детерминанта D  реализуется при 1,опт

1
ρ ;

2
 2,опт

1
ρ

2
 . 

Недостатком данной методологии [12] является тот факт, что оп-
тимальные значения 1 2ρ , ρ  зависят от неизвестных параметров 

1 2β, β , β
  

. По этой причине необходимо заранее знать хотя бы при-

ближенные значения 1 2β, β , β
  

 или диапазон их возможных значений. 

В заключение получим выражения для определения оценок 

1 2β, β ,β
  

. 

Оценки 1 2β,β ,β
  

находим с использованием первых частных про-

изводных логарифма функции правдоподобия, приравнивая их к ну-
лю. Опуская промежуточные выкладки, запишем систему уравнений: 

   21 β /ββ

1

ln 0
β

i

k
T

i
i

r
t t e n e S



   ; 

 21 β /ββ

1

0i

k
T

i
i

r t e n e


  ; 

21 β /ββ

1 1

0i

k k
Ti i

i ii i

r n
t e e

T T 

 
  

 
  . 

Отсюда β
ln

r

r t S





. Оценку 2β


 находим из уравнения 

2 2β / β /

1 1 1

0i i

k k k
T Ti i

i
i i ii i

n r
r e n e

T T  

 
  
 

  
 

. 

Тогда 
2

1
β /β

1

β ln
i

k
T

i
i

r

t n e








. 
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Второе уравнение решаем численным методом. Для 2k   можно 

получить явный вид решений: 
  1 2

1 1

1 1
2

2 1

1 ρ
β ln .

ρ

T Tr

r


 

  
 


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