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Построение нижней доверительной границы  
для надежности системы с нагруженным резервирова-

нием, составленной из стареющих элементов 
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Предложен метод доверительного оценивания функции надежности для модели 
системы с нагруженным резервированием по результатам испытаний ее отдель-
ных компонент (элементов, подсистем). Предполагается, что система составле-
на из элементов с монотонно возрастающей функцией интенсивности отказов. 
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Методы построения доверительных границ для показателей 
надежности сложных систем в настоящее время разработаны в основ-
ном для частного случая биномиальных испытаний, а также для слу-
чая, когда элементы системы имеют экспоненциальные распределения 
времени безотказной работы [1–12]. В то же время предположение об 
экспоненциальных распределениях для элементов системы далеко не 
всегда можно считать оправданным. В значительно меньшей степени 
разработаны соответствующие методы для более общих законов рас-
пределений времени безотказной работы элементов системы. 

Рассмотрим решение для случая, когда элементы системы явля-
ются стареющими, т. е. имеют ВФИ-распределения (с возрастающей 
функцией интенсивности отказов) времени безотказной работы. 
Класс ВФИ-распределений включает в себя целый ряд часто исполь-
зуемых в инженерной практике параметрических семейств распреде-
лений, таких как экспоненциальное, Вейбулла, нормальное, распре-
деление Эрланга, гамма-распределение и др. С физической точки 
зрения предположение о старении элементов системы довольно есте-
ственно, его часто используют в инженерной практике в задачах 
надежности [2, 13, 14]. В этом смысле соответствующие статистиче-
ские выводы, основанные на предположении о старении элементов 
системы, являются значительно корректнее. 

Исследуем систему, составленную из m  последовательно соеди-
ненных подсистем типа il  из in : i-я подсистема состоит из in  одно-

типных элементов, работающих в режиме нагруженного резервирова-
ния, i-я подсистема исправна, если исправны по крайней мере il  ее 

элементов, 1, , .i m   Часто возникающая в инженерной практике за-
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дача состоит в том, что требуется оценить или подтвердить надеж-
ность системы по результатам испытаний ее компонент (элементов, 
подсистем). При этом основной практический интерес чаще всего 
представляет доверительное оценивание надежности системы снизу. 

Будем предполагать, что испытания элементов системы проводи-
ли по стандартным планам типа   i iN U r , т. е. на испытания были по-

ставлены iN  элементов i-го типа. Испытания проводились без вос-

становления отказавших элементов до наблюдения i ir N  отказов, 

1, , .i m   В результате чего отмечены последовательные моменты 

отказов 1 2 .
ii i irx x x   Обозначим  

 
1

i

i

r

i ij i i ir
j

S x N r x


    

— суммарное время работы (наработку) элементов i-го типа на испы-
таниях, 1, , .i m   Требуется на основе вектора  1, , mS S S 


 ре-

зультатов испытаний элементов системы построить нижнюю довери-
тельную границу для функции надежности системы 

    
1

        ( ) ,
m

i i
i

P t h P t


   (1) 

где    exp ( )  —i iP t R t   функция надежности элемента i-го типа;

  (1 )
i

i

i

i

n
n jj j

i i n i i
j l

h p C p p 



   — вероятность безотказной работы (надеж-

ность) i-й подсистемы, если надежность одного ее элемента равна ip . 

В частном случае при  1, 1, , ,il i m    данная модель содержит клас-

сическую схему последовательно-параллельных структур, когда 

  1 (1 ) , 1, , in
i i ih p p i m     . 

Далее предполагаем, что для каждого типа элементов 1, ,i m   
функция ресурса [1, 2] (ведущая функция в терминологии [13]) 

   
0

t

i iR t r u du   

выпукла вниз. Тем самым соответствующая функция интенсивности 
отказов  ir t  монотонно возрастает (не убывает) по времени 0,t   

что является естественным допущением для большинства техниче-
ских систем. 
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Задача сводится к построению верхней доверительной границы 
для функции ресурса (ведущей функции) системы  

    
1

          ( ) ,
m

i i
i

f t f R t


   (2)  

где    ln .iz
i i if z h e    

При этом функция  ( )i if R t   ( )ln iR t
ih e     имеет смысл функ-

ции ресурса для i-й подсистемы.  
В частном случае, когда элементы системы имеют экспоненциаль-

ные распределения времени безотказной работы, т. е. когда 

   exp λ ,i iP t t   функция (2) имеет вид 

    
1

         λ .
m

i i
i

f t f t


  (3)  

Нетрудно показать непосредственным дифференцированием, что 
определенные выше функции  i if z  выпуклы вниз по 0iz  , откуда 

следует выпуклость правой части (3) по вектору параметров 

1λ (λ , ... , λ )m


. Тем самым верхняя γ-доверительная граница для 

функции ресурса системы (3) может быть вычислена (при 
3/2γ 1 0,778 e   ) методом подстановки [2, 3, 5]: 

   , λ ,i if f S t f t 


 

где 
 γΔ 2

λ  —
2

i
i

i

r

S
  стандартная верхняя γ-доверительная граница для 

параметра экспоненциального распределения λi ;  γ Δ 2 ir  — кван-

тиль уровня γ  для распределения хи-квадрат с 2 ir  степенями свобо-

ды. Соответствующая нижняя γ-доверительная граница для функции 
надежности системы имеет вид 

   
1

, ( , ) ,
m

i i i
i

P S t h P S t





 

где 

    γΔ 2
 , exp

2
i

i i
i

r t
P S t

S

 
  

 
 (4)  
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— нижняя γ-доверительная граница для функции надежности одно-
го отдельно взятого элемента i-го типа, 1, ,i m  . Другими слова-
ми, в экспоненциальном случае нижняя γ-доверительная граница 
надежности для данной модели системы может быть построена пу-
тем простой подстановки частных γ-доверительных границ для па-
раметров надежности отдельных элементов (при 3/2γ 1 0,778e   ) 
в функцию надежности системы. Далее этот результат распростра-
няется (при некоторых дополнительных условиях) на более общий 
случай, когда система составлена из стареющих элементов (с моно-
тонно возрастающей функцией интенсивности отказов). 

Для каждого типа элементов 1, ,i m   введем усеченную дове-
рительную границу 

    γΔ 2
, exp , при  ;

2
i i

i i
i i

r t S
A S t t

S N

 
   

 
 (5) 

 , 0,  при  ,i
i i

i

S
A S t t

N
  которая совпадает с (4) на начальном интер-

вале времени  0 /i it S N  . 

Пусть 3/2γ 1 e  . Покажем, что тогда нижняя γ-доверительная гра-
ница для функции надежности системы (1) может быть вычислена как 

    
1

 , ( , ) .
m

i i i
i

P S t h A S t





 (6)  

Другими словами, если система составлена из ВФИ-элементов, 
то нижняя γ-доверительная граница для надежности системы может 
быть вычислена (при 3/2γ 1 e  ) аналогично экспоненциальному 
случаю путем прямой подстановки усеченных доверительных гра-
ниц (5) для отдельных элементов в функцию надежности системы.  

Задача сводится к построению верхней доверительной границы 
для ведущей функции системы (2). Рассмотрим эту же задачу для 
функции более общего вида: 

     , i i if t f R t     (7)  

где моменты времени it  разные. Ведущая функция системы (2) явля-

ется частным случаем выражения (7) при 1 2 .mt t t t    

Пусть    1 , ,  — mR R t R t   


вектор ведущих функций элементов 

и  —V  класс всех таких  R


, что для каждого типа элементов 1, ,i m   
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ведущая функция  iR t  выпукла вниз по 0.t   Обозначим также 1 —V  

класс всех таких R


, что   λ ,i iR t t  где λ 0;i   2 —V  класс всех таких

 R


, что  iR t  λ ,i it
    где λ 0;  τ 0, 1, , .i i i m     (Здесь и далее 

используем обозначение  max 0,  —z z   положительная часть вели-

чины z .) Класс 1V , очевидно, соответствует случаю, когда элементы 

системы имеют экспоненциальные распределения времени безотказной 
работы, а класс 2V  — случаю, когда элементы имеют экспоненциаль-

ные распределения со сдвигом, 1 2 .V V V   

В экспоненциальном случае, т. е. когда 1,R V


 получаем стан-

дартную верхнюю γ-доверительную границу при  

    γΔ 2
,   

2
i

i i
i

r t
R S t

S
   8  

для  i iR t t   при любом 0.t    

Пусть 3/2γ 1 .e   Тогда, учитывая выпуклость вниз функций 

 i if z , верхняя γ-доверительная граница для ведущей функции си-

стемы (1) в экспоненциальном случае, т. е. в предположении, что 

1R V


, может быть вычислена указанным выше методом подстанов-

ки. Иными словами, справедливо неравенство 

   
1 1

 , γ
m m

i i i i i i iR
i i

P f R S t f R t
 

 
       

 
   

при всех 1, 0, 1, , .iR V t i m   


  

Для каждого типа элементов 1, ,i m   введем усеченную дове-
рительную границу 

    γΔ 2
 , , при  ;

2
i i

i i
i i

r t S
B S t t

S N
    9  

  , , при  ,i
i i

i

S
B S t t

N
     10  

которая совпадает с (8) на начальном отрезке времени 0 / .i it S N   

Покажем далее, что в случае ВФИ-элементов верхняя γ-
доверительная граница для функции вида (7) может быть рассчитана 
указанным методом подстановки, исходя из усеченных доверитель-
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ных границ (9), (10) для отдельных элементов. Другими словами, 
справедливо неравенство 

    
1 1

 , γ 
m m

i i i i i i iR
i i

P f B S t f R t
 

 
        

 
    11  

при всех , 0, 1, , .iR V t i m   


 

Для этого понадобится приведенная далее теорема 1. Обозначим 

 , 1, ,  — i ij ix x j r   вектор результатов испытаний (моментов отка-

зов) элементов i-го типа;  1, ,1  —ie    единичный вектор размерно-

сти , 1, , .ir i m   

Пусть имеется функция 

  1 1 , , , , , ,m mg x x t t    12  

которая удовлетворяет следующим условиям. 
Условие 1. Функция (12) монотонно убывает (не возрастает) по каж-

дому аргументу , 1, ,  1, ,,ij ix j r i m     при всех 1 20 ,
ii i irx x x 

1 20 i ix x     0, 1, ,, .
iir ix t i m     

Данное условие соответствует естественному физическому требо-
ванию о том, что оценка надежности должна улучшаться при улучше-
нии (увеличении) наблюдаемых на испытаниях моментов отказов .ijx  

Условие 2. Функция 

 1 1 1 1 1τ , , τ , τ , , τm m m m mg x e x e t t       

монотонно убывает (не возрастает) по каждому , 1, ,i i m    при всех 

1 2τ , 0 τ , 1, , .
ii i i ir i ix x x t i m        

Тогда для функции (12) справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть неравенство 

    1 1
1

 , , , , , γ
m

m m i i iR
i

P g x x t t f R t


 
      

 
   13  

выполняется при всех 1, 0, 1, , .iR V t i m   


 Тогда это неравенство 

выполняется и при всех ,R V


 0, 1, , .it i m    

Доказательство. Пусть .R V


 Тогда в силу выпуклости вниз 

функций  iR t  найдется    1 2такое  , , mM M t M t V    


, что 

     ; i i iM t t
      14  
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     , i i i iM t R t   15  

где λ , τ  —i i  некоторые константы, причем  

  λ 0, 0 τi i it     16  

при всех 1, ,i m  . При этом справедливо неравенство     i iM t R t

при всех значениях  0,  1, , .it i m    Откуда, учитывая также усло-

вие  1, следует неравенство 

   1 1
1

, , , , ,
m

m m i i iR
i

P g x x t t f R t


 
      

 
  

    1 1
1

 , , , , , λ τ . 
m

m m i i iM
i

P g x x t t f t


 
       

 
  (17) 

Обозначим  1 1Λ Λ , ,Λ ( ) ,t t Vm    


 где  Λ ,i it t  0, 1, , .t i m    

В силу условия 2 справедливо следующее неравенство: 

   1 1 1 1 1 1 1, , , , , τ , , τ , τ , , τ  m m m m m m mg x x t t g x e x e t t           18  

при всех 1τ , 1, , .
ii i irx x i m     Следовательно, 

 

   

   

   

1 1
1

1 1 1 1 1
1

1 1 1Λ
1

, , , , , λ τ

τ , , τ , τ , , τ λ τ

, , , τ , , τ λ τ γ,

m

m m i i i iM
i

m

m m m m m i i i iM
i

m

m m m i i i i
i

P g x x t t f t

P g x e x e t t f t

P g x x t t f t







    

        

       

 
   

 
 

   
 

 
   

 













  

что доказывает теорему. 

Обозначим  

    
1

  
i

i

r

i i ij i i ir
j

S x x N r x


     19  

— суммарное время работы (наработку) элементов i-го типа на испы-
таниях. Рассмотрим функцию 

     1 1
1

 , , , , , , , 
m

m m i i i i i
i

g x x t t f B S x t


        20  
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где 

   
 

 γΔ 2
, , при  ;   

2
i i i i

i i i i i
i i i

r t S x
B S x t t

S x N
     

   
, , при   . i i

i i i i i
i

S x
B S x t t

N
      

Достаточно показать, что функция (20) удовлетворяет указанным 
выше условиям монотонности 1 и 2. Справедливость условия 1 оче-
видна. Покажем справедливость условия 2. Из (19) следует, что 

      τ τ ,           i i i i i i i iS x e S x N    

откуда 

     γΔ 2 τ
 τ , τ , при ;

2( τ )
i i i i

i i i i i i i i
i i i i

r t S
B S x e t t

S N N


      

   21  

   τ , τ , при  ,i
i i i i i i i i

i

S
B S x e t t

N
         22  

где используем сокращенное обозначение   .i i iS S x  Отсюда вид-

но, что функция (21), (22) монотонно убывает по τi  при всех 

1 2τi i ix x    … , 0 τ , 1, , .ir i ii
x t i m      Следовательно, функция (20) 

удовлетворяет условию 2. (Собственно, для того чтобы выполнялось 
это условие, и приходится использовать усечение в доверительной 
границе (9), (10) на уровне / .)i it S N  

Таким образом, при 3/2γ 1 e   справедливо неравенство (13). 

Полагая в этом неравенстве 1 2 ,mt t t t    получаем 

    
1 1

 , γ
m m

i i i i iR
i i

P f B S t f R t
 

 
        

 
    23  

при всех .R V


 Из неравенства (23), учитывая, что  ,i iA S t = 

=  exp , ,i iB S t    следует аналогичное неравенство для функции 

надежности системы 

   
1 1

, γ
m m

i i i i iR
i i

P h A S t h P t
 

 
        

 
   
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при всех .R V


 Тогда справедлива формула (6) для нижней довери-
тельной границы надежности системы для случая, когда ее элементы 
имеют ВФИ-распределения времени безотказной работы. 

Из равенства (6) далее следует, что 

 

   γ *

1

Δ 2
, exp , при ;

2

m
i

i
i i

r t
P S t h t T

S

       
   




 (24) 

  * , 0,   при ,P S t t T 


 

где  *  min /  .i ii
T S N  Таким образом, полученное выражение (24) 

дает эффективную нижнюю доверительную границу для надежности 
системы со стареющими элементами на начальном интервале време-
ни *0 t T  .  

На практике часто требуется подтвердить требуемый высокий 
уровень надежности системы по результатам испытаний ее элемен-
тов на основе нижней доверительной границы надежности. Поэтому 
наиболее интересным является построение нижней доверительной 
границы надежности системы именно на указанном начальном ин-
тервале, на котором надежность системы еще достаточно высока. 
Отметим также, что существенный интерес с точки зрения приложе-
ний представляет дальнейшее обобщение полученных результатов на 
более общие модели сложных систем, в том числе систем с более 
общей сложной структурой, систем с восстановлением и др. 
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