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Представлен метод моделирования колебаний различных механических систем с 
инерционным возмущением с использованием разработанной экспериментальной 
установки. Приведено описание конструкции этой установки, теоретических ос-
нов ее работы, методики проведения исследований колебаний и построения рас-
четных и экспериментальных амплитудно-частотных (АЧХ) и фазочастотных 
(ФЧХ) характеристик. Показано, что в силу подобия дифференциальных уравне-
ний движения различных реальных промышленных объектов и рассматриваемой 
экспериментальной установки возможно ее применение для моделирования  
процессов колебаний указанных объектов. Приведены параметры подобия, позво-
ляющие осуществлять такое моделирование и получать АЧХ и ФЧХ различных 
промышленных объектов, описан пример построения АЧХ некоторой системы с 
использованием экспериментов, проведенных на лабораторной установке. 
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стем, частотные характеристики, лабораторная установка, моделирование ко-
лебаний, параметры подобия. 

Введение. Развитие информационных технологий в различных 
областях науки и высшем образовании позволяет осуществлять ма-
тематическое моделирование физических процессов и реализовывать 
органичное соединение такого моделирования с физическим экспе-
риментом. Это направление в течение ряда лет успешно развивается 
на кафедре теоретической механики МГТУ им. Н.Э. Баумана путем 
создания исследовательских комплексов различного типа механиче-
ских систем для научной работы и учебного процесса [1–4]. 

Физический эксперимент в таких комплексах играет принципи-
ально новую роль, прочно связан с моделированием и позволяет сра-
зу же его проверить и предложить новые идеи для моделирования. 
Модельные установки, не требующие больших финансовых затрат, 
создают для основных процессов того или иного большого промыш-
ленного комплекса. Их можно дополнять простыми устройствами 
обратной связи, нелинейностями и другими устройствами, а также 
соединять одни с другими по принципам построения основного ком-
плекса. 

Реально на практике часто встречаются процессы, в которых воз-
никают колебания систем с инерционным возмущением. Авторами 
настоящей работы создана физическая установка, на которой моде-
лируется такой процесс. Эта установка позволяет проводить научные 
исследования данного реального физического процесса по различ-
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чиком 18 продольных перемещений каретки, блоком 16 электропита-
ния электродвигателя и датчиков и ПЭВМ 17. При этом датчик 18 
выполнен в виде катушки, установленной на основании 1, и ферро-
магнитного стержня 19, закрепленного на каретке. 

Сменные пружины 15 и грузы 14 позволяют изменять жесткост-
ные и инерционные свойства системы, получать и исследовать раз-
личные амплитудно-частотные (АЧХ) и фазочастотные (ФЧХ) харак-
теристики вынужденных колебаний каретки. 

F ′ F

трF ′
трF

N ′ N

gm

gm1 rv

ev

v

gM

1rv

ev

 
Рис. 2. Конструктивная (а) и расчетная (б) схемы электромеханической 

установки 
 
Установка может быть использована для исследований в различ-

ных вариантах. В настоящей работе представлен ее вариант, в кото-
ром каретка соединена с неподвижным основанием двумя пружина-
ми, а маятнику сообщается от электродвигателя принудительное ко-
лебательное движение. В этом случае изучают установившееся коле-
бательное движение каретки. Исследования проводят на основании 
принципа сравнения экспериментальных и теоретических данных. 
Для вынужденных колебаний каретки, вызванных возмущением 
инерционного типа, при изменении частоты вынужденных колебаний 
строят теоретические кривые АЧХ и ФЧХ. Вычисление амплитуды и 
разности фаз осуществляется на основе анализа сигналов, снимаемых 
с датчиков угла отклонения маятника и линейного перемещения ка-
ретки, т. е. сигналов возмущения и вынужденных колебаний. Запись 
сигналов и их обработку, получение параметров вынужденных коле-
баний тележки проводят с помощью аппаратно-программного ком-
плекса ПЭВМ. Пары измерений частота — амплитуда, частота — 
разность фаз отображаются в виде точек на экране дисплея, и при по-
степенном изменении частоты возмущения они сливаются в размы-
тые линии, которые соответствуют реальным АЧХ и ФЧХ. Про-
граммное обеспечение рассматриваемого комплекса реализовано как 
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в оригинальном исполнении, так и в среде системы LabView 7.0 в ви-
де виртуального прибора, на экран которого выводятся эксперимен-
тальные данные и указанные теоретические зависимости. 

Теоретические основы исследований. Рассмотрим линеаризо-
ванную математическую модель движения каретки без учета сопро-
тивления. На расчетной схеме установки (рис. 2, б) электродвигатель 
и механизм привода маятника не показаны. Масса каретки равна M. 
Массу маятника m считаем сосредоточенной в точке C. Длина маят-
ника OC = l. Колеса 3 совершают плоское движение, но в силу их 
малой массы будем учитывать ее в общей массе каретки M при пря-
молинейном поступательном движении последней (т. е. вращение 
колес не учитывается). Система имеет две степени свободы, введены 
две обобщенные координаты: x — линейное перемещение тележки 
и ϕ − угловое отклонение маятника. Изменение координаты ϕ задано, 
а уравнение x = x(t) необходимо определить. Примем, что колеса ка-
тятся без скольжения, поэтому работа на перемещениях точек при-
ложения сил тр тр, , ,N N F F′ ′  равна нулю. 

Для составления дифференциального уравнения движения карет-
ки используем уравнение Лагранжа 2-го рода 

 .x
d T T Q
dt x x

∂ ∂
− =

∂ ∂
 (1) 

Здесь 
( ) 22 2 2 2

cos
2 2 2 2

C M m xMv mv mlT mxl
+ ϕ

= + = − ϕ ϕ +  — кинетиче-

ская энергия системы; v v x= =  — скорость каретки; C r ev v v= +  — 

скорость точки С,  ,rv OC l= ϕ = ϕ  ,ev v=   ( )22 2 2 2
C e rv v v x l= + = + ϕ +  

( ) 2 2 22 cos 2 cos .x l x l x l+ ϕ π − ϕ = + ϕ − ϕ ϕ  
Обобщенная сила 

( ) ( )0 0 2 ,x
c x x c x x x

Q cx
x

− + − − δ⎡ ⎤⎣ ⎦= = −
δ

 

где x0 — начальная деформация пружин; c — жесткость пружин. 
С учетом выражений для T и xQ  уравнение Лагранжа 2-го рода 

принимает вид дифференциального уравнения для вынужденных 
движений 

( ) ( )22 cos sin .M m x cx ml+ + = ϕ ϕ − ϕ ϕ  

В правой части уравнения находится нелинейная обобщенная 
возмущающая сила. При малых значениях ϕ правая часть уравнения 
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приближенно равна ( )2ml≈ ϕ − ϕ ϕ  (слагаемое 2ϕ ϕ  — величина тре-
тьего порядка малости). 

Угол ϕ задан принудительно: ( )0 sin ,tϕ = ϕ ω + δ  где ϕ0, ω — ам-
плитуда и частота кинематического параметра возмущения ϕ. Опре-
делим первую и вторую производные по времени параметра ϕ: 

( ) ( )2
0 0cos , sin .t tϕ = ϕ ω ω + δ ϕ = −ϕ ω ω + δ  

В силу сделанного ранее предположения о том, что ϕ — малая 
величина, линейное дифференциальное уравнение движения системы 
можно записать как  

( ) ( )2
02 sinM m x cx ml ml t+ + = ϕ = − ϕ ω ω + δ  

или     
 ( )2 sin ,x K x h t+ = − ω + δ  (2) 

где    
2

02 , .c mlK h
M m M m

ϕ ω
= =

+ +
 

Здесь K — частота свободных (собственных) колебаний системы без 
учета сопротивления (по координате x). 

Интерес представляют вынужденные колебания каретки (систе-
мы). Найдем решение уравнения (2) в виде ( )в в sin ,x а t= ω + δ  где 
амплитуда вынужденных колебаний определяется соотношением 

2 2
в вa a K h− ω + = −  и, следовательно, 

( )в 2 2 sinhx t
K

= ω + δ
ω −

  

и  

( )( ) ( )( )
2 2

0 0
в 2 2 2 1

ml ml Za
M m K M m Z

ϕ ω ϕ
= =

+ ω − + −
 

(Z = ω/K — коэффициент расстройки, ω — круговая частота вынуж-
денных колебаний, равная частоте возмущения). 

Если не учитывать сопротивление, то разность фаз ε вынужден-
ных колебаний  и возмущения составит 0, π/2, π  в зависимости от 
соотношения ω и K. 

При проведении экспериментов устанавливают (задают) частоту 
возмущающего воздействия ω и определяют величины ϕ0, в ma x=   
и Κ.  
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Введем коэффициент динамичности: 

 
2

в
2

0
.

1
a m Z
l M m Z

λ = =
ϕ + −

 (3) 

Теоретическую кривую λ = λ(Z) постоим по формуле (3). Экспе-
риментальные точки, определяемые координатами imx и ωi, нанесем 
на график. Для этого найдем значения /i iZ K= ω  и 0( ).ii mx lλ = ϕ  

Возможен более точный учет распределения масс маятника, со-
вершающего плоское движение. Например, если учитывать массу m1 
стержня маятника, считая его однородным стержнем длиной l1, вы-
ражение для кинетической энергии можно записать в виде 

1 1
2 2 2 2

1 ,
2 2 2 2

C C z CMx mv J m vT ϕ
= + + +  

где  

1 1 1 1 1

1, , ,
2C e r e r
lv v v v v v τ= + = = ϕ  

( )1 1 1

2
2 1 12 2 2 2 cos

4 2C e r
l lv v v x x= + = + ϕ − ϕ ϕ . 

Окончательно получим  

( )
1

2 2 2
1 1 1 12

1cos
2 2 4 2C z

M m m x m l lT m xl ml J m
l

+ + ϕ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + ϕ φ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Если при этом учитывать сопротивление при колебаниях каретки 
с маятником, то обобщенную силу можно представить в виде: 

2 ,xQ cx x= − − μ  

где μ — коэффициент вязкого трения. 
Тогда уравнение движения системы принимает вид 

( )

( )

1 1
1

1 1 2
0

2
2

sin
2

m lM m m x x cx m l
l

m lm l t
l

⎛ ⎞+ + + μ + = + ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + ϕ ω ω + δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

или 

 ( )22 sin .x nx K x h t+ + = − ω + δ  (4) 

Здесь  
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1 1 2
0

1 1 1

2 2, 2 , .

m lm l
c lK n h

M m m M m m M m m

⎛ ⎞+ ϕ ω⎜ ⎟μ ⎝ ⎠= = =
+ + + + + +

 

Таким образом, с учетом массы стержня получим 

 
( ) ( )

( )

1 1 2
0

в 22 2 2 2
1

1 1
2

в

22 2 20 1

2 ,
4

2 .
1

m lm l
la

M m m K n

m lma Zl
l M m m Z Z Q

⎛ ⎞+ ϕ ω⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+ + − ω + ω

+
λ = =

ϕ + + − +

  (5) 

Для разности фаз ε имеем  

( )2tg ,
1

Z
Q Z

ε =
−

 

откуда  

 ( )2arctg
1

Z
Q Z

⎡ ⎤
ε = ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
. (6) 

Методика проведения экспериментов. Методику проведения в 
данном лабораторном комплексе экспериментов по изучению вынуж-
денных колебаний механической системы с инерционным возмущени-
ем рассмотрим на конкретном примере. Пусть масса груза маятника  
m = 1,056 кг, масса тележки M = 5,557 кг (без дополнительных грузов  
14 (см. рис. 2, а)). Приведенные ниже результаты испытаний получены 
без дополнительных грузов и при длине маятника l = 0,196 м. По  
результатам экспериментального замера жесткости пружин среднее 
значение их коэффициента жесткости равно cср = 217,8 Н/м. Частота 
свободных колебаний тележки с маятником, полученная расчетным  
путем при этом значении cср, K ≈ 8,068 рад/с. Значения K, обусловлен-
ные разбросом измеренных величин жесткости c, лежат в диапазоне  
K ≈7,88 … 8,20 рад/с. 

Непосредственно определить обобщенный коэффициент сопро-
тивления системы n (или μ) весьма трудно, поэтому найдем n с по-
мощью эксперимента. Чтобы оценить параметры K и n зарегистриру-
ем собственные затухающие колебания системы каретка — маятник. 
Для этого отклоним систему (каретку с маятником) в крайнее допу-
стимое конструктивно положение и отпустим ее без начальной  
скорости. Определим круговую частоту затухающих колебаний 
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лежит немного выше экспериментальной. Значения разности фаз во 
всем диапазоне частот практически совпадают с теоретическими, в то 
время как экспериментальные точки для амплитуды в области резо-
нанса имеют больший разброс относительно теоретических значе-
ний, что отражает влияние нелинейных свойств системы на ее АЧХ. 
Тем не менее, частота резонанса по АЧХ и ФЧХ хорошо совпадает с 
теоретическим значением. Таким образом, результаты экспериментов 
подтверждают допустимость применения линейной модели для ана-
лиза работы лабораторной установки. 

Исследования могут быть дополнены другими научными вопро-
сами (например, исследование АЧХ и ФЧХ при другом уровне со-
противления в системе, влияние нелинейностей и др.). 

Моделирование колебаний реальных объектов (установок). 
Обобщим типовые схемы таких реальных механических объектов, в 
которых имеется инерционное возмущение (рис. 6). 

 Применяя уравнение Лагранжа 2-го рода (1), для приведенных  
на рис. 6, а−е схем механических систем (диски — однородные, ка-
чение — без скольжения) имеем соответственно следующие диффе-
ренциальные уравнения движения: 

( )2 sinx K x h t+ = ω + δ , 2 2
0 ,   ;сh s K

т
= ω =  

( )2 sinx K x h t+ = ω + δ , 2 2
0

1 1
,   ;

/ 2 / 2
c mK h s

m m m m
= = ω

+ +
 

( )2 sins K s h t+ = ω + δ , 2

1

cK
m m M

=
+ +

, 2
0

1
;mh x

m m M
= ω

+ +
 

( )2 sinx K x h t+ = ω + δ , 2 2
3

cK
m

= , 2
0

2 ;
3

h s= ω  

( )2 sins K s h t+ = ω + δ , 2 cK
m M

=
+

, 2
0 ;mh x

m M
= ω

+
 

( )2 coss K s h t+ = ω + δ , 2 cK
M m

=
+

, 2.mh l
M m

= ω
+

 

 
При движении можно учитывать сопротивление как sμ  или xμ , 

тогда, например в последнем варианте системы дифференциальное 
уравнение (7) принимает вид: 

22 cos( )s ns K s h t+ + = ω + δ , 2n
M m

μ
=

+
. 

(7)
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Рис. 6. Типовые схемы реальных механических объектов с поступательны-
ми движениями тел при ( )0 sins s t= ω + δ  (а); колеблющейся установки при 

( )0 sins s t= ω + δ  (б); механической системы с подпружиненным корпусом 
при ( )0 sinx x t= ω + δ  (в); системы с плоским движением тела при s =  

( )0 sins t= ω + δ  (г); второго варианта системы с плоским движением тела 
при ( )0 sinx x t= ω + δ  (д); системы с вращающейся деталью при ,tϕ = ω  
                                                   constω =  (е) 

В силу того, что дифференциальные уравнения во всех рассмот-
ренных случаях аналогичны уравнениям (2), (4), созданная установ-
ка, позволяет получать АЧХ и ФЧХ для реальных установок (натур-
ных объектов) при одинаковых значениях добротности модели и 
натурного объекта м н.Q Q=  

Рассмотрим вариант (см. рис. 6, а), в котором задано движение 
платформы в соответствии с законом ( )0 sin .s s t= ω + δ  В этом случае 
коэффициент λ определяется формулой 
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( )

2

22 2 2
,

1 /

Z

Z Z Q
λ =

− +
 

в которой все величины безразмерные и поэтому уже являются инва-
риантами при моделировании. 

При 1invZ I
K
ω

= = = , 2inv ,
2
KQ I
n

= = =  коэффициент динамич-

ности 
inv .Iλ = =  

Это означает, что при выполнении условий для инвариантов 1 2,I I  
(коэффициентов подобия) можно получить одинаковые значения λ  
для любых экспериментов. 

Использование лабораторной установки в качестве модельной 
позволяет развить теорию моделирования и предсказать вид зависи-
мости ( ),Z Qλ  для натурного объекта. 

Выполняя условия инвариантности, получаем следующие выра-
жения: 

 1
н м

I
K K
ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 и 2

н м

K KI
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (8) 

Из выражения для 1I  получим н м н м.K Kω ω =  Отсюда следует, 
что можно ввести масштабный коэффициент для отношения соб-
ственных частот натурного объекта и модели .Km  Значение Km  мо-
жет быть больше или меньше единицы, что зависит от параметров 
натурного объекта. Следовательно, необходимо выполнить условие 

н м .Kmω ω =  
Кроме того, из выражения для 2I  получаем 

н н

м м
.K

n K m
n K

= =  

Если условия (8) выполнены, безразмерные параметры Z  и Q  равны 
для натурного объекта и модели: н м н м, ,Z Z Q Q= =  то ,Iλ =  т. е. 

н мλ = λ и кривые ( , )Z Qλ  для них совпадают. 
Таким образом, изложенная в работе методика позволяет прово-

дить физическое моделирование и строить АЧХ и ФЧХ для модели и 
в то же время для натурных объектов. При этом собственные частоты 
K  и коэффициенты сопротивления n  для модели и натурного объек-
та отличаются в Km  раз. 
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В случае вынужденных колебаний инерционного типа массовый 
коэффициент в зависимостях ( , )Z Qλ = λ  не всегда равен единице, 
поэтому для него также нужно ввести коэффициент подобия 3,I  
например, как в данной экспериментальной установке (см. (3)) 

3
mI

M m
⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

,  

т. е.  

н

m
M m

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

=
м

m
M m

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

Следует отметить, что зависимости ( ),Z Qλ = λ  уже при 2Z ≈  

стремятся к предельному значению lim
Z

m
M m→ ∞

λ =
+

, равному 3.I  Кро-

ме того, при резонансе 1 .Z
m Q

M m=λ =
+

 

Приведем пример моделирования колебаний натурного объекта 
при 1, 2.km =  

На рис. 7 представлены АЧХ и ФЧХ лабораторной установки, 
полученные при обработке результатов экспериментов с помощью 
оригинального программного обеспечения (кривые 1 и 2). 

 

 
Рис. 7. Построение кривой моделирования 
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Безразмерные зависимости ( ),Z Qε = ε  и ( ),Z Qλ = λ  модели и 
натурного объекта (см. (6)) в силу равенства м нQ Q=  при моделиро-
вании совпадают (кривые 1 и 2 на рис. 7), при этом н м .Kmω = ω  

На этом же рисунке построена зависимость н н ( )λ = λ ω  для 
натурного объекта (кривая 3), причем в этом случае по оси абсцисс 
отложены значения ω в рад/с (нижняя ось абсцисс на рисунке). Кри-
вая 3 смещена вправо по отношению к кривой 2 и при резонансе 

н мλ = λ , но м м 2,8 рад/c,p K= ≈  а н м 2,8 1,2 3,36 рад/с .Kmω = ω = ⋅ =  
Заключение. В настоящей работе показано, что в различных 

промышленных устройствах процессы колебаний при их инерцион-
ном возбуждении описываются дифференциальными уравнениями, 
аналогичными дифференциальным уравнениям движения разрабо-
танной экспериментальной установки (модели), что позволяет при-
менять ее для математического и физического моделирования про-
цессов колебаний реальных промышленных объектов. Приведены 
параметры подобия, позволяющие осуществлять такое моделирова-
ние и получать АЧХ и ФЧХ различных промышленных устройств, 
используя рассмотренную лабораторную установку. 
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