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Рассмотрено приложение одномерной модели к исследованию устойчивости и 
собственных колебаний предварительно напряженных конструктивных элементов 
режущих инструментов для определения допустимых режимов их применения. 
Подобные исследования также важны для использования метода гармонических 
коэффициентов влияния, когда изучается динамика сложной конструкции, и ее 
модель может быть представлена в виде нескольких взаимодействующих подси-
стем. Проанализирован элемент конструкции в виде плоского криволинейного 
стержня, жесткость которого в его первой главной плоскости во много раз пре-
восходит жесткость во второй главной плоскости. Сформулирована задача о 
расчете частот и форм такой модели с учетом силовых факторов предваритель-
ного нагружения и ее конфигурации, включающая полную систему дифференци-
альных уравнений и выбранных граничных условий. 
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Введение. Дисковый режущий инструмент с температурными 

компенсаторами можно конструировать из набора сегментов, пред-
ставляющих собой тонкие криволинейные полосы. Их несущая спо-
собность обусловлена устойчивостью и динамическими свойствами 
элементов, имеющих большую жесткость в плоскости действия 
внешних сил и малую жесткость — во второй главной плоскости. 
При этом становится важным определение критических сил, дей-
ствующих в плоскости инструмента, которые приводят к потере 
устойчивости плоской формы, сопровождающейся изгибом в плоско-
сти малой жесткости сечения и одновременно кручением. Решение 
такой задачи возможно на основе одномерной модели [1], построен-
ной с учетом выбранной схемы деформирования, физических соот-
ношений [2–7] и линеаризованных уравнений равновесия [8], [9]. 

Кинематическая схема деформирования и физические  соот-
ношения. Рассмотрим стержневую модель, ось которой — плоская 
кривая и наибольшая жесткость переменных поперечных сечений 
совпадает с ее плоскостью 1 2x Оx  (рис. 1). 

 Геометрию оси такого стержня длиной L, проходящей через 
центр тяжести сечений стержня, в исходном (недеформированном) 
состоянии опишем вектором 0 0 ( ),r r s=  где s — текущая координата 
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дуги оси (0 ),s L≤ ≤  или в виде ( ),i ix x s=  1, 2.i =  Свяжем с осью 
натуральный триэдр 0 ,ie  где 0

1e — единичный вектор касательной к 
оси стержня; 0

2e  — единичный вектор главной нормали; 0
3e  —

единичный вектор бинормали. Соприкасающуюся плоскость примем 
совпадающей с плоскостью 1 2x Оx  и соответственно с плоскостью 
наибольшей жесткости поперечных сечений, имеющий две оси сим-
метрии. Вектор полной кривизны оси стержня в исходном состоянии  

   0
0 3Ω ,ke=    

где k  — кривизна оси. 

Рис. 1. Расчетная схема стержня в виде полосы 
 
Считаем, что отношение высоты наибольшего из сечений к длине 

стержня намного меньше единицы. Для построения деформационных 
соотношений воспользуемся гипотезой Бернулли. При этом за пере-
мещение точек оси стержня примем 

  0
3 3( ) ,u s u e=     

а угол поворота сечения обозначим 

  0( ) ,s eα αϑ = ϕ  1, 2,α =     

т. е. смещениями вдоль оси и главной нормали пренебрегаем, а также 
не учитываем поворот сечений вокруг бинормали. Триэдр некоторого 
сечения A  займет новое положение ,ie  определяемое вектором ,r
причем  

  0 0 0 0
1 1 1 1 2 3 .e e e e e= +ϑ× = −ϕ   (1) 

Вместе с тем вектор 1e  определяется соотношением 
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 0 0 0 0
1 3 3 1 3 3( ) ,e r r u e e u e′ ′ ′= = + = +   (2) 

где (...)(...) .
s

∂′ =
∂

 

Сравнивая выражения (1) и (2), получаем  

 3 2.u′ = −ϕ   (3) 

С учетом малости значений смещений и поворотов вектор изме-
нения кривизны можно представить в виде 

  1 2 1 2 1 2 1 1 2 2χ ( ) ( ) δ δ ,k e k e e e′ ′′ ′= ϑ = ϕ − ϕ + ϕ + ϕ = +   (4) 

где 1δ  — кручение; 2δ — изменение кривизны оси в результате де-
формации. 

Полный вектор кривизны оси стержня в деформированном состо-
янии 

  1 1 2 2 3Ω δ δ .e e ke= + +     

Соотношения (3), (4) представляют собой уравнения Клебша [8], 
преобразованные применительно к выбранной кинематической схеме 
деформирования плоского криволинейного стержня. 

 Считая поведение стержня в процессе деформирования упругим, 
связь изменения кривизны и кручения с крутящим и изгибающим 
моментами в сечении принимаем в виде [10] 
  ,E J Mα α α αδ =  1,  2,α =   (5) 
где E Jα α  — жесткости сечения на кручение и изгиб. 

 Нелинейные уравнения равновесия криволинейного стержня  
в виде тонкой полосы и их линеаризация. Для получения уравне-
ний равновесия стержня выделим двумя сечениями, нормальными к 
его оси, элемент длиной ,ds  как показано на рис. 2, где внутренние 
силовые факторы левого торцевого сечения приведены к главному 
вектору Q  и главному моменту ,M  правого торцевого сечения — 
Q dQ+  и .M dM+  Считаем, что на элемент действует распределен-
ная сила интенсивностью 3f  и распределенный момент 1.m   

Тогда уравнения равновесия можно представить в векторном ви-
де [11, 12]  

 
3

1 1

0,

0.

Q f
s

M e Q m
s

∂
+ =

∂
∂

+ × + =
∂
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 Рис. 2. Расчетная схема системы сил, действующих на элемент стержня  
 
Проецируя эти уравнения на оси, связанные с натуральным три-

эдром деформированного состояния стержня, получаем 

 

2
1 1 3

3
1 2 2 1 3

1
2 3 2

2
1 1 3 3

3
1 2 2 1 2

1
2 3 2 1

δ 0,

δ δ 0,

δ 0,

δ 0,

δ δ 0,

δ 0.

Q kQ Q
s

Q Q Q f
s

Q Q kQ
s

M kM M Q
s

M M M Q
s

M M kM m
s

∂
+ − =

∂
∂

+ − + =
∂
∂

+ − =
∂
∂

+ − − =
∂
∂

+ − + =
∂
∂

+ − + =
∂

   (6) 

Для дальнейших преобразований допустим, что результирующие 
факторы, состоящие из факторов основного деформированного со-
стояния (индекс «o») от предварительного нагружения стержня, и 
дополнительного (индекс «∂»), возникающие вследствие деформации 
относительно первого состояния, имеют вид 

  o ,i i iQ Q Q∂= +  o .i i iM M M ∂= +   

Факторы дополнительного состояния считаем малыми по сравнению 
с соответствующими факторами основного состояния. Тогда, прини-
мая во внимание, что o o o

3 2 1 0,Q M M= = =  систему (6) можно предста-
вить как 
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3 o o
1 2 2 1 3

2
1 1 3 3

1
2 3 2 1

δ δ 0,

δ 0,

δ 0.

Q Q Q f
s

M kM M Q
s

M M kM m
s

∂

∂
∂ ∂ ∂

∂
∂ ∂

∂
+ − + =

∂
∂

+ − − =
∂
∂

+ − + =
∂

   (7) 

Результат проведенных преобразований — возможность линеа-
ризации исходной системы нелинейных дифференциальных уравне-
ний равновесия предварительно нагруженного плоского криволиней-
ного стержня. 

Формулировка задачи о собственных колебаниях и устойчи-
вости предварительно нагруженной плоской криволинейной по-
лосы. Исследование динамических характеристик пильного диска, 
имеющего вырезы и прорези длиной, соизмеримой с длиной его ра-
диуса (рис. 3), можно проводить с использованием одномерной мо-
дели.  

Рис. 3. Конструктивные схемы фрез и пил с прорезями, близкими  
к радиальным (а), и с разделенной кольцевой и центральной зонами (б) 

 
Чтобы получить уравнения движения элемента, вырезанного из 

стержня (см. рис. 2), найдем распределенную силу инерции интен-
сивностью 

   
2

3 0
3 32 ρ uf F e

t
∂

= −
∂

    

и распределенный момент сил инерции, связанный с вращением масс 
относительно оси, 

  
2

1
1 2

φ ,pm J
t

∂
=

∂
ρ     

где ρ— плотность материала; F  — площадь сечения; pJ  — поляр-
ный момент инерции; t — время. 
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С учетом соотношений (3), (5), (7) полная система дифференци-
альных уравнений, описывающих колебания предварительно нагру-
женного плоского криволинейного стержня, имеет вид 

   

3
2

2 2
1

2 2

1 1
2

1 1
2

3 1 2 3o o
2 1 2

1 1 2 2

2 1o
1 3 3

1 1
2

1 2 1o
3 2 2

2 2

,

,

,

ρ ,                              

,

ρ .p

u
s

M k
s E J

M k
s E J

Q M M uQ Q F
s E J E J t

M MkM M Q
s E J

M MM kM J
s E J t

∂

∂

∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

∂ ∂
∂

∂
= −ϕ

∂
∂ϕ

= − ϕ
∂
∂ϕ

= + ϕ
∂

∂ ∂
= − + +

∂ ∂
∂

= − + +
∂

∂ ∂ ϕ
= − + −

∂ ∂

   (8) 

При дальнейшем преобразовании представим кинематические и си-
ловые функции как [13] 

  3 3 Φ,u u L=   α αΦ,ϕ = ϕ  

3 32 Φ,EJQ Q
L

∂ ∂=   α αΦ,EJM M
L

∂ ∂=   

где 

   4
O

Φ eхр ω 
ρ

EJi t
F L

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

   (9)   

  
4

oρ(ω ω F L
EJ

=  — безразмерная частота (ω — частота колебаний); 

EJ  и 0F  — жесткость на изгиб и площадь поперечного сечения 
стержня). Обозначим значком «~» безразмерные функции, зависящие 
от параметра дуговой координаты оси, / ,s s L=  ,k kL=  кроме того, 
введем в рассмотрение параметры механических свойств и геометрии 
сечений стержня: 

  3 4 2
0 0

, , ,pJЕJ F
E J F F Lα

α α

ξ = ξ = ξ =    (10) 
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а также функции для описания предварительного нагружения 

  o o o o
3 32 , .EJ EJQ Q M M

L Lα α= =   (11) 

С учетом формул (10), (11) уравнения (8) представим в виде си-
стемы уравнений с переменными коэффициентами 

  

3
2

2
2 2 1

1
1 1 2

o o 23
1 2 1 2 1 2 3 3

o2
1 3 1 3

o 21
2 3 2 4 1

,

ξ ,

ξ ,

ξ ξ ξ ω ,

( ξ ) ,

(ξ ) ξ ω .

du
ds

d M k
d s
d M k
ds

dQ Q M Q M u
ds

dM k M M Q
ds

dM M k M
ds

∂

∂

∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

∂
∂

= −ϕ

ϕ
= − ϕ

ϕ
= + ϕ

= − + −

= − − +

= − − + ϕ

   (12) 

Таким образом, с использованием соотношений (9)–(11) выпол-
нено разделение переменных и обезразмеривание силовых и кинема-
тических функций, что позволило получить полную систему диффе-
ренциальных уравнений свободных колебаний предварительно 
нагруженного плоского криволинейного стержня, имеющего по 
длине переменные геометрические характеристики. Расчет частот и 
форм собственных колебаний стержня можно провести на основе 
решения задачи о собственных значениях, предварительно сформу-
лировав и решив краевую задачу. При этом, выбрав конкретные гео-
метрические параметры модели, необходимо определить факторы 
основного нагружения, входящие в систему (12), а также задать гра-
ничные условия. Искомые значения частот обращают в нуль опреде-
литель системы линейных алгебраических уравнений, получаемых в 
ходе решения краевой задачи, при выполнении ее граничных усло-
вий. Отметим, что для расчета конструкций инструментов сложных 
конфигураций на основе одномерной модели, как правило, требуется 
провести дополнительные исследования по выбору граничных усло-
вий и определить исходное напряженно-деформированное состояние. 
В связи с этим в дальнейшем приведены расчеты наиболее распро-
страненных несущих элементов корпуса — консольно закрепленных 
прямолинейных и криволинейных полос, свободный конец которых 
нагружен произвольно ориентированной силой ,P  лежащей в их 
плоскости. При этом граничные условия имеют вид 
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   3 2 1

3 3 2 1

 0:  0, 0, 0,
1:   , 0, 0,

s  u
s Q Pe M M∂ ∂

= = ϕ = ϕ =

= = = =
  (13) 

где 3 1 2.e e e= ×  
Использование полученной системы уравнений при решении за-

дачи о собственных значениях позволяет путем изменения формы 
предложенной модели создавать конструкции с требуемыми динами-
ческими характеристиками. 

 При значении ω 0=  систему дифференциальных уравнений (12) 
можно использовать для определения критической силы при потере 
устойчивости плоской формы равновесия. В этом случае в систему 
входит меньшее число уравнений  

  

2
2 2 1

1
1 1 2

o o3
1 2 1 2 1 2

o2
1 3 1 3

o1
2 3 2

ξ ,

ξ ,

ξ ξ ,

( ξ ) ,

(ξ ) .

d M k
ds

d M k
ds

dQ Q M Q M
ds

dM k M M Q
ds

dM M k M
ds

∂

∂

∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

∂
∂

ϕ
= − ϕ

ϕ
= + ϕ

= − +

= − − +

= − −

   (14) 

При этом граничные условия имеют вид 

  
2 1

3 3 2 1

 0:  0, 0;

1:   , 0, 0.

s  

s Q Pe M M∂ ∂

= ϕ = ϕ =

= = = =
   

Искомое значение критической силы, как и при определении соб-
ственных частот, обращает в нуль определитель системы линейных 
алгебраических уравнений, получаемых в ходе решения краевой за-
дачи.  

Для применения изложенного в дальнейшем метода расчета при-
ведем системы (12) и (14) к виду векторного уравнения 

  [ ]{ } { }d Z A Z
ds

= ,  (15) 

где для системы (12) 

 т
1 2 3 4 5 6{ } ( , , , , , )Z z z z z z z= ; 

1 3 2 2 3 1 4 3 5 2 6 1; ; ; ; ; ;z u z z z Q z M z M∂ ∂ ∂= = ϕ = ϕ = = =  

[ ]A  — матрица (6×6) переменных коэффициентов: 
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 11 12 13 14 15 160,  1,  0, 0, 0,  0,a a a  a a a= = − = = = =  

 21 22 23 24 25 2 260,  0,  , 0,  ξ , 0,a a a k  a a a= = = − = = =  

  31 32 33 34 35 36 10,  ,  0, 0,  0,  ξ ,a a k a  a a a= = = = = =   (16) 

 2 o o
41 1 42 43 44 45 2 1 46 1 2ξ ω ,  0,  0, 0, ξ , ξ ,a a a  a a Q a Q= − = = = = = −  

o
51 52 53 54 55 56 1 30,  1,  0, 1,  0,  ( ξ ),a a a  a a a k M= = − = = = = − −  

2 o
61 62 63 4 64 65 2 3 660,  0,  ξ ω , 0,  (ξ ), 0;a a a  a a M k a= = = = = − − =  

для системы (14) 

 т
1 2 3 4 5{ } ( , , , , ) ;Z z z z z z= 1 2 2 1 3 3 4 2 5 1; ; ; ; ;z z z Q z M z M∂ ∂ ∂= ϕ = ϕ = = =  

[ ]A  — матрица (5×5) переменных коэффициентов: 

 11 12 13 14 2 150,  ,   0, ξ , 0, a a k a  a a= = − = = =  

 21 22 23 24 25 1,  0,  0, 0, ξ ,a k a a  a a= = = = =   

  o o
31 32 33 34 2 1 35 1 20,  0,  0, ξ , ξ ,a a a  a Q a Q= = = = = −  (17) 

 o
41 42 43 44 45 1 30,  0,  1, 0, ( ξ ),a a a  a a k M= = = = = − −   

 o
51 52 53 54 2 3 550,  0,  0, (ξ ),  0.a a a  a M k a= = = = − − =  

Постановка и решение задач о собственных колебаниях и устойчиво-
сти в частных случаях, когда рассматривается прямолинейная полоса 
( k  = 0) с переменной и постоянной шириной, приведены в работах 
[14–17], где на их основе предложен эффективный метод для разра-
ботки рациональных конструктивных схем закрепления режущих 
элементов ленточнопильных станков. 

 Расчет устойчивости и частот свободных колебаний несущих 
элементов корпуса инструмента в виде полос, нагруженных со-
средоточенной силой. Вначале рассчитаем устойчивость несущих 
элементов конструкции инструментов (см. рис. 3). Для этого опреде-
лим исходные данные для расчета. Будем считать, что элемент кон-
струкции в виде полосы лежит в плоскости 1 2x Ox  и геометрия его оси 
задана функциями  

 1 1 2 2( ), ( ),x x s x x s= =  0 1, /s s s L≤ ≤ = ,    

где s  — текущая дуговая координата; L  — длина оси полосы. Пола-
гаем, что один ее конец при 0s =  жестко защемлен, а к другому при 

1s =  приложена сила ,P  лежащая в плоскости наибольшей жестко-
сти ( 1 2x Ox ).   
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Проведем расчет для полосы прямолинейной формы и в случае, 
когда ее ось имеет вид дуги окружности радиусом ,R  причем ,L R=   
т. е. кривизна ее осевой линии 1k =  (рис. 4). Принимаем, что попе-
речные сечения полосы имеют постоянную прямоугольную конфигу-
рацию, толщину h  и ширину .b  При этом значение 1ξ 0,65,=  

2 3ξ ξ 1,= =  4ξ 0,04=  [9].  

Рис. 4. Расчетные схемы прямолинейной (а) и криволинейной (постоянного 
радиуса) (б) полос 

 С учетом введенных безразмерных функций для прямолинейной 
полосы 1 2, 0,x s x= =  для криволинейной 1 2sin( ), cos( ),x s x s= =  а 
составляющие приложенной к полосе силы  

 1 2cos(α), sin(α).P P P P= =  

Факторы предварительного нагружения полос o o o
1 2 3, , ,Q Q M  входящие 

в выражения (15), (17), вычислим по формулам 
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 o 0 o 0
1 1 2 2, ,Q P e Q P e= =  

  o 0 1 1
3 3 1 1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ,M r P e x x P x x P= × = − − −   

где 1 1
1 2,x x  — безразмерные координаты точки приложения силы. Для  

расчета устойчивости прямолинейной полосы коэффициенты матри-
цы (17) запишем в виде 

 11 12 13 14 150,  0,  0, 1,  0, a a a  a a= = = = =  

 21 22 23 24 250,  0,  0, 0, 0,65ξ, a a a  a a= = = = =   

 31 32 33 34 1 35 20,  0,  0, ξ , 0,65ξ ,a a a  a P a P= = = = = −  (18) 

 1
41 42 43 44 45 1 1 20,  0,  1, 0, 0,65ξ( ) ,a a a  a a x x P= = = = = −   

 1
51 52 53 54 1 1 2 550,  0,  0, ξ( ) , 0,a a a  a x x P a= = = = − − =  

  
а для криволинейной — 

 11 12 13 14 150,  1,  0, ξ, 0, a a a  a a= = − = = =  

 21 22 23 24 251,  0,  0, 0, 0,65ξ, a a a  a a= = = = =   

 0 0
31 32 33 34 11 1 12 20,  0,  0, ξ( ),a a a  a e P e P= = = = +   

 0 0
35 21 1 22 2 0,65ξ( ),a e P e P= − +  (19) 

 41 42 43 440,  0,  1, 0, a a a  a= = = =   

1 1
45 1 1 2 2 2 10,65ξ ( ) ( ) 1,a x x P x x P⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦  

 51 52 530,  0,  0,a a a= = =  

1 1
54 1 1 2 2 2 1 551  0,65ξ ( ) ( ) , 0, a x x P x x P a⎡ ⎤= − − − − =⎣ ⎦  

(ξ 1).=  
 Поскольку коэффициенты определяемые формулами (18), (19), 

переменны, решение задачи целесообразно реализовать численным 
методом. В рассматриваемом случае воспользуемся методом началь-
ных параметров (НП), принимая во внимание граничные условия 
(13), запишем определитель системы алгебраических уравнений как 

  ijd , 1, 2, 3,i =    (20) 

в котором 
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 1 3 1 22 2 21 1 1 12 2 11 2

2 4 3 5

( ) ( ) ;
; ,

i

i i

d y Pe P e y Pe P e y
d y d y

= − − − +
= =

 

где , , 1, 2,ije i j =  — направляющие косинусы ортов 0 0
1 2,e e  при 1;s =  

1 2 5, , ...,y y y  — компоненты вектора состояния 2 1{ }iy +  после каждого 
i-го интегрирования ( 1, 2, 3)i =  системы дифференциальных уравне-
ний с граничными условиями соответственно. 

   3 0 4 0 5 0

0 0 0
0 0 0

{ } 1 , { } 0 , { } 0 .
0 1 0
0 0 1

y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

Задавая значения P  заведомо меньше критического значения, вы-
числяем определитель (20), причем важно не значение, а его знак. 
Далее, как и при решении задач о собственных значениях, задавая 
приращение силе и повторяя процедуру, определим значение, при 
котором происходит смена знака определителя, а затем уточним кри-
тическое значение силы, соответствующее нулевому значению опре-
делителя.  

На рис. 5. представлены результаты расчета зависимости крити-
ческой силы от угла, под которым она приложена к прямолинейной 
полосе. Значение 2 2,47P =  при 1 0P =  соответствует критической си-
ле в классической задаче Эйлера о потере устойчивости стержня при 
сжатии осевой силой. Результаты расчета при 2 0,P =  приведенного в 
работе [10], полностью совпадают с представленными на рис. 5 при 

1 4,98.P =  Поэтому поставленную задачу можно рассматривать в ка-
честве тестовой для проверки достоверности построенного алгоритма 
решения. При расчетах прямолинейной полосы переменной ширины 
достаточно задать в соотношениях (18)  

  ξ( ) 1/ ( ),s f s=   

где ( )f s  — функция, характеризующая изменение ширины полосы 
вдоль оси. Например, при линейном изменении ширины в соответ-
ствии с законом 

  ( ) 1,3 0,6f s s= −   
наблюдается повышение устойчивости полосы, что следует из сопо-
ставления построенной зависимости (штриховая линия) с рассмот-
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ренным ранее расчетом. Для криволинейной полосы критические 
значения силы показаны на рис. 6 как абсциссы точек пересечения 
кривых с осью абсцисс. Графики, представленные на этом рисунке, 
соответствуют значениям низших частот свободных колебаний ω  в 
зависимости от значений и направления приложенной силы. 

Рис. 5. Зависимость силы при потере устойчивости полосы (          — шири-
на постоянная,             —  переменная)  от угла α  

 

Рис. 6. Зависимости частот собственных колебаний полосы от приложен-
ной силы 

При проведении расчетов частот необходимо представить коэф-
фициенты (16) в виде 

 11 12 13 14 15 160,  1,  0, 0, 0, 0,a a a  a a a= = − = = = =  

 21 22 23 24 25 260,  0,  1, 0,  1, 0,a a a  a a a= = = − = = =  

 31 32 33 34 35 360,  1,  0, 0, 0,  0,65,a a a  a a a= = = = = =   

 2
41 42 43 44 ω ,  0,  0, 0,a a a  a= − = = =   



А.Ю. Карпачев 

14 

( ) ( )0 0 0 0
45 11 1 12 2 46 21 1 22 2, 0,65 ,a e P e P a e P e P= + = − +  

 51 52 530,   0,   0,a a a= = =  
1 1

54 55 56 1 1 2 2 2 11,   0, 0,65 ( ) ( ) 1, a a a x x P x x P⎡ ⎤= = = − − − −⎣ ⎦  

 2
61 62 63 640,  0,  0,04ω , 0,a a a  a= = = =  

1 1
65 1 1 2 2 2 1 661 0,65 ( ) ( ) ,  0.a x x P x x P a⎡ ⎤= − − − − =⎣ ⎦  

Затем для силы меньше критической, задав значение ω  заведомо 
меньшее собственной частоты, согласно методу НП [18], формируем 
определитель, аналогичный (20), в котором  

 1 4 1 22 2 21 2 1 12 2 11 3

2 5 3 6

( ) ( ) ;
, ,

i

i i

d y Pe P e y Pe P e y
d y d y

= − − − +
= =

 

где , , 1, 2,ije i j = — направляющие косинусы ортов 0 0
1 2,e e  при 1;s =  

1 2 6, , ... ,y y y  — компоненты вектора состояния 3 1{ }iy +  после каждо-
го интегрирования ( 1, 2, 3)i =  системы дифференциальных уравне-
ний с граничными условиями соответственно 

  4 o 5 o 6 o

0 0 0
0 0 0
0 0 0

{ } , { } , { } .
1 0 0
0 1 0
0 0 1

y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Вычисляя определитель и устанавливая его знак путем изменения, 
находим значение искомой частоты, соответствующее нулевому зна-
чению определителя. 

Заключение. Полученные в настоящей работе результаты позво-
ляют исследовать формы несущих элементов с точки зрения их 
устойчивости и динамических свойств. Изложенный метод расчета 
можно эффективно использовать для определения оптимальных па-
раметров и предельно допустимых режимов эксплуатации конструк-
ций с рассмотренными несущими элементами. 
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