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Рассмотрены задачи параметрической оптимизации гидромеханических систем с 
непрерывными не всюду дифференцируемыми многоэкстремальными критериями в 
скалярной и векторной постановке. При определении глобальных решений для 
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щие стохастические алгоритмы сканирования пространства переменных и де-
терминированные методы локального поиска. Алгоритмы векторной оптимизации 
генерируют множество недоминируемых решений, аппроксимирующих фронт Па-
рето. Предложенные гибридные алгоритмы ориентированы на применение в си-
стемах оптимального проектирования и вычислительной диагностики исследуе-
мых объектов. 
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Введение. В состав современных изделий области высоких техно-

логий, таких как летательные аппараты, реакторные установки АЭС, 
подводные аппараты и другие устройства, входят гидромеханические 
системы различного назначения. Реальные системы являются сложны-
ми объектами, поэтому при исследовании их динамики используют ме-
тоды математического моделирования [1–5]. Создание, отработка и по-
следующая эксплуатация гидромеханических систем связаны с поиском 
решения двух типов экстремальных задач — оптимизации и диагности-
ки. Задачи первого типа возникают при выборе оптимальных парамет-
ров систем, а также при реализации оптимального управления систе-
мой. Обеспечение безопасной и эффективной эксплуатации требует ре-
шения задач второго типа: идентификации и коррекции математических 
моделей, включая рациональную редукцию моделей, и диагностирова-
ния систем по результатам косвенных измерений. Входными данными 
для диагностирования являются результаты экспериментального опре-
деления некоторых следственных характеристик системы или процесса, 
например регистрируемые параметры колебательных и ударных про-
цессов. Искомыми являются причинные характеристики, к которым от-
носятся коэффициенты уравнений расчетной динамической модели, 
граничные условия, геометрические и другие характеристики. В задачах 
этого типа необходимо учитывать недифференцируемость и многоэкс-
тремальность критериальных функций ввиду наличия кратных частот 
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и неполноты информации, полученной при измерениях. Значитель-
ная трудоемкость решения обратных спектральных задач обусловле-
на их некорректностью, следствием чего является неустойчивость 
численного решения относительно погрешностей входных данных. 

Оптимизационное исследование сложных объектов основано на 
разработке и последующем уточнении их математических моделей, в 
том числе при наличии неопределенностей [6, 7]. Усложнение модели 
объекта, в свою очередь, вызывает необходимость создания новых, бо-
лее эффективных методов оптимизации. Отметим, что в аспекте дина-
мики спектры колебаний содержат существенную информацию об ис-
следуемом объекте. Это позволяет решать задачи определения опти-
мальных собственных характеристик системы или процесса, а также 
использования собственных характеристик для коррекции моделей и 
диагностирования систем [8–10]. В случаях, когда используемая модель 
имеет большое число степеней свободы (является дорогостоящей в вы-
числительном отношении), требуется ее редукция. При этом редуциро-
ванная модель должна корректно отображать основные динамические 
характеристики моделируемого объекта [11–13]. Так, при моделирова-
нии активной зоны реакторных установок вводят редуцированные мо-
дели топливных сборок, что существенно уменьшает размерность  
модели активной зоны в целом (без заметной потери точности) и значи-
тельно сокращает компьютерное время [14, 15]. Редукцию динамиче-
ских моделей проводят также при оптимальном синтезе систем управ-
ления, моделировании потоков жидкости и в других задачах [16, 17].  
В современной литературе значительное внимание уделяется проблеме 
моделирования взаимодействия конструкций с жидкостью и соответ-
ствующему модальному анализу [18–21]. Разработаны методики вос-
становления физических характеристик систем, а также поиска анома-
лий в системах по известным собственным характеристикам (модаль-
ным данным) с использованием методов модальной чувствительности и 
алгоритмов глобальной оптимизации [22–24]. Отметим, что в спектрах 
исследуемых систем могут присутствовать кратные собственные значе-
ния [25]. Актуальным направлением являются теоретическое и экспе-
риментальное исследования двухфазных газожидкостных потоков, в 
том числе в контурах реакторных установок [26–29]. Реализация проце-
дур коррекции модели и вычислительной диагностики системы с  
использованием модальных данных связана с решением обобщенной 
задачи на собственные значения [30, 31]. В общем случае в экстремаль-
ных задачах для гидромеханических систем используются как скаляр-
ные, так и векторные критерии [32]. При этом частными критериями в 
многокритериальных задачах вычислительной диагностики могут быть, 
вообще говоря, многоэкстремальные функции [33]. Корректная форму-
лировка рассматриваемых задач предполагает применение методов ре-
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гуляризации [34–36]. Используемый далее подход основан на разработ-
ке и применении математических моделей систем, математических ме-
тодов расчета основных динамических характеристик систем, методов 
теории обратных задач, глобальной оптимизации, векторной оптимиза-
ции. 

Постановка задач. Задачи оптимизации и диагностики гидроме-
ханических систем рассмотрены в постановке, принятой в работе 
[37]. Далее сформируем задачу глобальной оптимазации в следую-
щем виде:  

 
R

( ) min ( ),
nx X

f x f x∗

∈ ⊂
=  (1) 

где 

 { }:  ( ) 0,  ;iX x D g x i I= ∈ ≤ ∈  (2) 

 { }R :  ,  .n
j j jD x a x b j J= ∈ ≤ ≤ ∈  (3) 

Здесь x ∗  — глобальное решение; n − размерность задачи; ( )f x  — це-
левая функция; x  — вектор переменных управления; ( )ig x  — функции 
ограничений задачи, i I∈ ; { }1, ...,I m=  — конечное множество индек-

сов; X  — допустимая область; D  — область поиска;  { }1, ..., ;J n=   

Rn  — n -мерное вещественное линейное пространство. Предполагает-
ся, что функции ( ),f x  ( ),ig x  ,i I∈  (1) – (3) непрерывные липшицевы. 
Кроме того, действительная функция : R Rnf →  является многоэкс-
тремальной не всюду дифференцируемой и для нее задана вычисли-
тельная процедура, позволяющая определять значения функции в  
точках допустимой области. Необходимо также учесть возможную вы-
сокую трудоемкость вычисления критериальных функций, что может 
потребовать значительных вычислительных ресурсов. 

Задача коррекции модели и диагностирования системы может 
быть сформулирована в векторной постановке при наличии частных 
критериев. Пусть заданы функции ( ),   1, 2, ..., ,if x i m=  R ,nx∈  обра-
зующие векторный критерий ( )( ) ( ), ...,  ( )i mf x f x f x=  некоторой 
многокритериальной задачи оптимизации. Требуется найти 

 min ( )f x  (4) 

при ограничениях 

  { }R   ( ) 0, ,n
jx X x g x j J∈ = ∈ ≤ ∈  (5) 
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где { }   1, ..., .J j j k= =  Задача векторной оптимизации (4), (5) рас-
смотрена в предположении, что частные критерии и функции огра-
ничений являются непрерывными не всюду дифференцируемыми 
функциями. Будем полагать, что в общем случае критериальные 
функции ( ),if x  1, 2, ..., ,i m=  векторной задачи оптимизации явля-
ются многоэкстремальными. 

Методы локальной минимизации. Обзор современных методов 
локальной недифференцируемой оптимизации и соответствующего 
программного обеспечения приведен в работе [38]. Вариант bundle-
метода с ограниченной памятью для негладкой оптимизации без ис-
пользования производных описан в [39]. Версия субградиентного мето-
да представлена в [40]. Значительное число работ посвящено методам 
решения задач недифференцируемой оптимизации с использованием 
сглаживающих аппроксимаций [41–43]. В работе [44] представлен 
двухпараметрический метод построения сглаживающих аппроксима-
ций, предназначенный для решения задач глобальной оптимизации с не 
всюду дифференцируемыми критериальными функциями. 

Методы глобальной оптимизации. Детерминированные методы 
решения задач глобальной оптимизации многоэкстремальных функ-
ций к настоящему времени достаточно хорошо разработаны и находят 
широкое применение [45]. Отметим, что эффективность детерминиро-
ванных алгоритмов существенно ограничена их зависимостью от раз-
мерности задачи. В случае большого числа переменных применяют 
алгоритмы стохастической глобальной оптимизации. К ним относятся 
алгоритмы моделируемого отжига, генетические, управляемого слу-
чайного поиска и др. [46, 47]. Вместе с тем чувствительность к выбору 
параметров алгоритмов этого типа, устанавливаемых пользователем 
или определяемых содержанием задачи, во многом определяет ско-
рость сходимости итерационного процесса. В целом применение  
стохастических алгоритмов глобальной оптимизации требует значи-
тельных вычислительных ресурсов. Одним из путей повышения эф-
фективности таких алгоритмов является совершенствование процеду-
ры локального поиска. Некоторые подходы к построению гибридных 
алгоритмов глобальной оптимизации представлены в работах [47, 48]. 
Гибридный алгоритм обычно объединяет некоторый стохастический 
алгоритм, сканирующий пространство поиска, и детерминированный 
алгоритм локального поиска. Так, на основе стохастического алгорит-
ма PCA (алгоритма Метрополиса) [49] в работе [50] представлен ги-
бридный алгоритм NMPCA, объединяющий стохастический алгоритм 
и детерминированный симплекс-метод Нелдера — Мида. Общий по-
иск в допустимой области проводится стохастическим алгоритмом, а 
при локальном поиске в перспективной на глобальный экстремум об-
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ласти используется симплекс-метод. При этом не возникает необходи-
мости вычисления производных критериальных функций. Другой под-
ход к решению задач глобальной недифференцируемой оптимизации 
описан в работе [51]. 

Предложен новый гибридный алгоритм PCASFC, построенный 
на основе алгоритма Метрополиса в сочетании с детерминированным 
методом кривой, заполняющей пространство [51], при локальном по-
иске, а также реализован гибридный алгоритм в виде программного 
комплекса [52]. Другой гибридный алгоритм PCALM, построенный 
на основе алгоритма Метрополиса в сочетании с детерминированным 
методом линеаризации при локальном поиске, также реализован в 
виде программного комплекса [53]. Градиентная информация, ис-
пользуемая в гибридном алгоритме, позволяет получить локально 
оптимальное, а следовательно, и глобальное решение задачи (если 
оно существует) при меньших вычислительных затратах по сравне-
нию со стохастическим алгоритмом PCA. 

Методы многокритериальной оптимизации. Решение многих 
современных практических задач, связанных с идентификацией и ди-
агностированием сложных систем, обеспечением безопасности, оп-
тимальным проектированием, управлением, предполагает примене-
ние методов многокритериальной оптимизации. При наличии не-
скольких критериев целью оптимизации является поиск множества 
недоминируемых решений, образующих оптимальный фронт Парето. 
В настоящее время значительное внимание уделяется разработке и 
реализации гибридных алгоритмов. В работе [54] рассмотрен подход 
на основе одного из эффективных методов численного решения мно-
гокритериальных задач — векторного варианта метода линеаризации. 
Существенно, что отдельные критерии могут представлять собой 
многоэкстремальные не всюду дифференцируемые функции.  

Версии гибридных алгоритмов многокритериальной оптимизации 
реализованы в виде прикладных программ [54–56]. Программная реа-
лизация каждого алгоритма включает в себя: модули ввода исходной 
информации; модуль, реализующий основной цикл алгоритма, в том 
числе фазу случайных возмущений для перехода в новую область по-
глощения частицы, фазу исследования области поглощения, фазу воз-
мущений в области рассеяния, фазу исследования решения в области 
рассеяния; модуль локального поиска методом редукции размерности; 
модуль вычисления текущего значения частного минимизируемого 
критерия; модуль формирования фронта Парето; модуль вывода ре-
зультатов решения. Для определения параметров возмущения на соот-
ветствующих шагах гибридных алгоритмов используются стандарт-
ные встроенные генераторы случайных чисел. С целью получения 
оценки вычислительных затрат в программном обеспечении во всех 
случаях предусмотрены счетчики числа обращений к подпрограммам 
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вычисления текущих значений критериальной функции. Проведено 
тестирование разработанного программного обеспечения и получены 
оценки вычислительной эффективности гибридных алгоритмов мно-
гокритериальной оптимизации. 

Гибридные методы с использованием алгоритма M-PCA. В по-
следнее десятилетие наблюдается значительный рост сложности прак-
тических задач глобальной оптимизации, включая приложения к дина-
мике систем. Как следствие, время решения экстремальных задач (вы-
числительная стоимость) также существенно возросло [57]. Одним из 
путей преодоления возникших затруднений является разработка парал-
лельных методов решения как прямых, так и оптимизационных задач, и 
их эффективная реализация в среде параллельных вычислений. В рабо-
те [58] представлен кратный алгоритм столкновения частиц M-PCA, 
непосредственно ориентированный на среду параллельных вычислений. 
На его основе предложен новый гибридный алгоритм M-PCALMS, ко-
торый объединяет стохастический алгоритм M-PCA, используемый при 
сканировании области поиска, и детерминированный метод линеариза-
ции для локального поиска, а также разработано соответствующее  
программное обеспечение [59]. Кроме того, предложен гибридный ал-
горитм M-PCASFC, который объединяет стохастический алгоритм  
M-PCA и детерминированный метод кривой, заполняющей простран-
ство, при локальном поиске; разработана также его программная реали-
зация [60]. Отметим, что построенная численными методами кривая ап-
проксимирует теоретическую кривую Пеано — Гильберта с точностью, 
определяемой заданной плотностью развертки. Метод редукции много-
мерных задач обладает рядом важных свойств, таких как непрерыв-
ность и сохранение равномерной ограниченности разностей функций 
при ограниченной вариации аргумента. К недостаткам следует отнести 
потерю части информации о близости точек в исходном многомерном 
пространстве. Предложенный подход не требует вычисления производ-
ных критериальных функций по переменным модели, что позволяет 
расширить применение гибридного алгоритма на класс задач глобаль-
ной недифференцируемой оптимизации. 

Заключение. Представлены основные методы и новые алгоритмы 
решения задач скалярной и векторной оптимизации с многоэкстре-
мальными негладкими критериями для механических и гидромехани-
ческих систем. При определении глобальных оптимумов частных кри-
териев были использованы гибридные методы, объединяющие алго-
ритм Метрополиса и детерминированные методы локального поиска. 
Предложенный параллельный алгоритм M-PCASFC может иметь пре-
имущества при решении задач минимизации критериальных функций, 
в которых использование градиентной информации неэффективно или 
требует значительных вычислительных затрат. 
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