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Впервые экспериментально исследованы горизонтальные колебания прямоугольно-
го сосуда с жидкостью, вызванные первой модой стоячих поверхностных грави-
тационных волн Фарадея. Проведено сравнение результатов экспериментов для 
случаев связанных горизонтальных колебаний сосуда и параметрического возбуж-
дения волн при возбуждении волн Фарадея в неподвижном в горизонтальном 
направлении сосуде. Использована аналогия между движением маятника на те-
лежке и связанными колебаниями жидкости в свободном сосуде при параметриче-
ском возбуждении стоячих волн; рассмотрены резонансные колебания физическо-
го маятника и маятника на тележке около нижнего положения равновесия под 
действием вертикальных колебаний точки подвеса. Проведено сравнение опытных 
данных с результатами, полученными с использованием теоретической модели. 
Особое внимание в экспериментах уделено случаю связанных колебаний маятника 
на тележке, когда точка подвеса маятника имеет дополнительную степень сво-
боды в горизонтальном направлении. Построена и численно исследована модель 
совместного движения систем; проведено сравнение полученных результатов с 
экспериментальными данными. 
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Введение. Исследования динамики жидкости в неподвижном или 

колеблющемся сосуде имеют большое значение для решения как фун-
даментальных [1, 2], так и многих прикладных задач [3]. Одним из 
примеров сложного динамического взаимодействия в системе тело — 
жидкость является задача о горизонтальных перемещениях сосуда с 
жидкостью при возбуждении волн Фарадея [4]. Под волнами Фарадея 
понимают стоячие гравитационные волны, возбуждаемые в однород-
ной или двухслойной жидкости в жестком сосуде, который совершает 
периодическое движение в направлении силы тяжести [5]. 

В экспериментальной гидродинамике горизонтальные колебания 
сосуда с жидкостью обычно используют для возбуждения стоячих 
волн [6, 7]. В этом случае происходят вынужденные волновые дви-
жения жидкости, частота которых в точности равна частоте колеба-
ний сосуда, а высоту волны можно рассчитать в рамках линейной 
модели [1]. Отметим, что при горизонтальных перемещениях сосуда 
на свободной поверхности жидкости возбуждаются только нечетные 
волновые моды. Решение нелинейной задачи может потребоваться 
только при описании волн большой высоты вблизи резонанса.  
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Теоретически горизонтальные поступательные колебания прямо-
угольного сосуда с жидкостью исследовались в работе [8]: вычислено 
суммарное давление стоячих поверхностных волн на стенки сосуда и 
составлено уравнение его движения. 

До настоящего времени отсутствуют экспериментальные резуль-
таты о динамике свободного сосуда с колеблющейся жидкостью. Ав-
торам известна лишь одна работа [9], в которой приведены данные о 
связанных колебаниях сосуда с жидкостью, стоячие волны на сво-
бодной поверхности которой возбуждались вручную с последующим 
измерением характеристик задачи на стадии затухающих волновых 
движений жидкости. Дефицит лабораторных исследований в данном 
направлении объясняется сложностью постановки самого экспери-
мента, поскольку необходимо обеспечить возбуждение стоячих волн 
стационарной амплитуды в сосуде, имеющем горизонтальную сте-
пень свободы. 

В настоящей работе впервые в условиях лабораторного экспери-
мента реализовано параметрическое возбуждение гравитационных 
поверхностных волн в прямоугольном сосуде при сохранении его го-
ризонтальной степени свободы. Ввиду сложности наблюдаемого 
гидродинамического явления использован механический аналог волн 
Фарадея и выполнен ряд лабораторных и вычислительных экспери-
ментов по параметрическим колебаниям физического маятника на 
перемещающейся в горизонтальном направлении тележке. Отметим, 
что физический маятник как простейший аналог волн Фарадея ранее 
использовался в экспериментах [10] при исследовании срыва пара-
метрических колебаний однородной и двухслойной жидкостей. 

1. Постановка эксперимента. Для генерации волн Фарадея на 
свободной поверхности жидкости использовали прецизионный вибро-
стенд, описанный в работе [11]. Исследовали первую волновую моду 
n = 1 в прямоугольном сосуде (50 × 4 × 40 см) на свободной поверхно-
сти воды (глубина h  = 7 см) в условиях основного резонанса Фарадея, 
когда частота возбуждаемых волн в 2 раза меньше частоты Ω  колеба-
ний сосуда. Амплитуда вертикальных колебаний сосуда оставалась 
неизменной: s = 2,25 см, а угловые отклонения от вертикали не пре-
вышали 8 .′  

Для регистрации волновых профилей применяли цифровую ви-
деосъемку (15…30 кадр./с). Точность измерения высоты волновых 
профилей Н = 0,1 см, причем среднее значение H  в каждом режиме 
рассчитывали по 8–10 измеренным в моменты максимального разви-
тия волны последовательным значениям разности между высотой ее 
гребня и впадины. 

В экспериментах с маятником однородный стальной цилиндр диа-
метром 1,5 см и длиной 50,2 см жестко крепили к горизонтальной оси 
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обесточенного электродвигателя, подшипники которого обеспечивали 
колебания физического маятника в вертикальной плоскости; доброт-
ность системы составляла около 250. Как и в волнах Фарадея, исследо-
вался основной параметрический резонанс. Точность измерения угла ϕ  
отклонения маятника при обработке видеоматериалов была равна 0,5°. 
Измеренная собственная частота маятника ω  = 5,28 ± 0,12 с–1, приве-
денная длина l  = 35,1 см.  

Коэффициент затухания b  для волн Фарадея определяли следу-
ющим образом. В колеблющемся на одной из резонансных частот Ω  
сосуде возбуждали соответствующую волновую моду. Затем сосуд 
останавливали и проводили видеосъемку затухания волн. Величину 
b  оценивали как 1

1ln ( / ) ,m mb T H H−
+=  где 2 /T = π ω  — период вол-

ны; ω  — собственная частота; Нm и Нm+1 — значения высоты волны, 
взятые через период колебаний. Аналогично оценивали коэффициент 
затухания колебаний маятника в диапазоне начальных угловых сме-
щений ϕо ~ 15…60°, т. е. b = 0,029 с–1. 

Для обеспечения исследуемых в экспериментах горизонтальных 
перемещений сосуда с жидкостью или физического маятника исполь-
зовали рельсовую тележку на пяти подшипниках качения. 

В экспериментах с волнами Фарадея прямоугольный сосуд дли-
ной L  = 50 см, шириной W  =  4 см и массой 7,6 × 103 г устанавли-
вался на тележку массой 1,3 × 103 г (рис. 1, а). Маятник также жестко 
крепился на тележку (рис. 1, б), свободно перемещающуюся по двум 
горизонтальным стальным рельсам. Плавность хода тележки обеспе-
чивалась пятью подшипниками качения. При массе тележки (вместе с 
электродвигателем) 2m = 2 880 г и массе маятника 1m = 688 г изме-
ренный динамометрическим методом коэффициент трения качения 
покоя не превышал 0,02. 

Рис. 1. Схема эксперимента с волнами Фарадея в подвижном сосуде (a)  
и их механический аналог — маятник на тележке при параметрическом  

резонансе (б) 
 
Исследования динамики маятника проводили при различных ам-

плитудах вертикальных колебаний оси s = 0,5; 1,05 и 2,25 см. Для 
регистрации параметрических колебаний использовали цифровую 
видеосъемку (15…30 кадр./с) с последующей компьютерной обра-
боткой материалов в среде ImageJ.  



В.А. Калиниченко, Аунг Наинг Со 

4 

2. Результаты и обсуждение. Схемы экспериментов с волнами 
Фарадея и физическим маятником приведены на рис. 1. 

Волны Фарадея. Рассматривая плоское движение жидкости в верти-
кально колеблющемся и неподвижном в горизонтальном направлении 
сосуде, смещение свободной поверхности жидкости зададим в виде 

( , ) 0,5 ( ) cos ,y x t H t kx=  где x  и y  — координаты точек свободной по-
верхности жидкости в системе координат, жестко связанной с сосудом; 

( )H t — высота стоячей волны; /k n L= π — волновое число ( n  — но-
мер волновой моды, равный числу узлов стоячей волны; L  — длина 
сосуда). Тогда, как показано в работах [12–14], получим уравнение, 
определяющее функцию ( ):H t  

 2 2( ) 2 ( ) ( cos ) ( ) 0.H t bH t ks t H t′′ ′+ + ω −Ω Ω =  (1) 
Здесь действующая между частицами жидкости сила трения пропор-
циональна их скорости с коэффициентом b ; thgk khω =  — ли-
нейная частота волны; g  — ускорение силы тяжести.  

Если ввести безразмерную переменную / 2tτ = Ω  и выполнить 
преобразование 1( ) ( ),H e H−δττ = τ  функция 1( )H τ  будет удовлетво-
рять уравнению Матье в канонической форме: 
 1 1[ 2 cos2 ] 0,H p q H′′+ − τ =  (2) 

где 2 22 ; (2 / )q s p= κ = ω Ω −δ ( 2 / ).bδ = Ω   
Предположим, что в начальный момент времени амплитуда вол-

нового возмущения мала, т. е. 1( )H τ  1. Тогда, согласно уравнению 
(2), если частота колебаний Ω  сосуда принадлежит зоне неустойчи-
вости, определяемой неравенством [15, 16] 

2 2 2 2 2 221 (2 ) 4 / 1 (2 ) 4 / ,sk b sk bω
− − ω < < + − ω

Ω
  

тривиальное решение уравнения (2) теряет устойчивость, и колеба-
ния нарастают по экспоненциальному закону. 

В силу теоретической модели [16], в которой асимптотическое 
решение нелинейной задачи о поверхностных волнах Фарадея по-
строено в переменных Лагранжа методом Крылова — Боголюбова, 
резонансные зависимости высоты стационарной волны от частоты 
параметрического воздействия определяются соотношением  

 ( )22 2 2 24 / 2 / 2 .k H s g b±
⎡ ⎤ωβ = ω−Ω ± ω Ω −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3) 

Здесь ( )4 6 4 2th 2th 3th 12th 9 / 64;kh kh kh kh−β = + + −  величины Н+, Н– 
соответствуют реализуемой в эксперименте устойчивой и неустойчи-
вой ветвям резонансной зависимости соответственно.  
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Экспериментальная (1) и расчетная (3) резонансные зависимости 
для первой волновой моды в неподвижном сосуде ( 0)X =  приведены 
на рис. 2, а. Ясно, что зависимости ( )H Ω  отвечают случаю жесткой 
восстанавливающей силы ( 0),β <  когда высота волны растет с уве-
личением частоты колебаний сосуда. Существенное различие изме-
ренных и рассчитанных значений H  связано с нелинейностью 
наблюдаемых в эксперименте волн. Профили на рис. 3, соответству-
ющие огибающим колеблющейся свободной поверхности жидкости, 
построены при наложении 176 видеокадров. Волна Фарадея имеет 
высоту H  = 9,9 см или крутизну /H λ  0,01. Из рисунка следует, 
что нелинейность волн даже такой малой крутизны проявляется в 
асимметрии волнового профиля и колебаниях узла стоячей волны. 

Рис. 2. Резонансная зависимость первой волновой моды (а) и связанные 
горизонтальные колебания сосуда при возбуждении волн Фарадея (б): не-
подвижный в горизонтальном направлении сосуд (1); на тележке (2); устой-
чивая ветвь, рассчитанная по формуле (3), модель [16] (3); эксперименталь- 
                   ные данные (4); аппроксимирующая функция 0,12X H= (5) 

 

Рис. 3. Схема эксперимента с волнами Фарадея в горизонтально несвобод- 
ном прямоугольном сосуде приΩ  =10,3 с–1; L = 50 см; h = 7 см; s = 2,25 см 

Рассмотрим случай подвижного в горизонтальном направлении со-
суда с жидкостью. Если волн нет, при гидростатическом давлении на 
торцевые стенки сосуда горизонтальная сила равна нулю. Амплитуда 
действующей в горизонтальном направлении силы при наличии на  
поверхности воды свободных двумерных стоячих волн оценивается  
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в первом приближении интегралом Коши — Лагранжа как XQ =   
2 2 2/ .HL W= ρω π  Для первой волновой моды (n  = 1) высотой H = 10 см 

и частотой ω  = 5,04 с–1 максимальное значение силы  XQ  = 2,6⋅105 дин. 
Если поместить сосуд с водой на тележку и возбудить первую моду 

волн Фарадея, под воздействием сил реакции со стороны колеблющейся 
жидкости на торцевые стенки вся система будет совершать периодиче-
ские перемещения в горизонтальном направлении. Соответствующая 
резонансная зависимость  2  для первой волновой моды, возбуждаемой 
в сосуде на тележке при параметрическом резонансе, приведена на  
рис. 2, а. Аналогично, как при неподвижном сосуде, рассмотрим случай 
жесткой восстанавливающей силы. Наблюдаемые в подвижном сосуде 
нелинейные волны Фарадея возбуждаются в частотном диапазоне  
9,82≤Ω≤ 11,72 с–1. Однако минимальная высота волн для подвижного 
сосуда (5,8 см) на порядок превосходит аналогичную величину (0,5 см) 
для неподвижного сосуда (кривые 1, 2 на рис. 2, а). 

Характеризующая связанные колебания зависимость амплитуды 
X  горизонтальных перемещений тележки от высоты волны H  пред-
ставлена на рис. 2, б. Соответствующая аппроксимирующая функция 
имеет вид 0,12 .X H=  

На данном этапе исследований авторы настоящей работы ограничи-
лись выявленным экспериментально эффектом связанных параметриче-
ских колебаний воды в подвижном в горизонтальном направлении пря-
моугольном сосуде. Это обусловлено высокой степенью нелинейности 
первой волновой моды на свободной поверхности воды, поскольку в 
эксперименте реализован случай малой глубины жидкости /h λ  0,07. 
Из-за сложности постановки гидродинамического эксперимента, а  
также отсутствия соответствующей теоретической модели далее рас-
сматривается механический аналог волн Фарадея — параметрический 
маятник. 

Параметрические колебания физического маятника. Для оценки 
эффекта горизонтально перемещающейся тележки  сначала приведем 
результаты, полученные для маятника с вертикально колеблющейся 
точкой подвеса. 

Движение физического маятника с вертикально колеблющейся 
точкой подвеса описывается уравнением  

 2 22 ( / ) cos sin 0,b s l t′′ ′ ⎡ ⎤ϕ + ϕ + ω + Ω Ω ϕ =⎣ ⎦  (4) 

где ϕ  — угол отклонения маятника от вертикали; b  —  коэффици-
ент затухания, определяемый сопротивлением воздуха и потерями на 
оси; /g lω =  — собственная частота малых колебаний маятника;  
s  и Ω  — амплитуда и частота колебаний точки подвеса маятника.  
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Отметим, что уравнение (1) для высоты ( )H t  волны Фарадея и 
уравнение (4), описывающее малые параметрические колебания ма-
ятника при sinϕ  ϕ, аналогичны. Данное обстоятельство использо-
валось в экспериментах [10] при изучении срыва параметрических 
колебаний однородной и двухслойной жидкостей, обусловленного 
разрушением волн Фарадея. В предложенной модели введен эквива-
лентный коэффициент затухания разрушающихся волн. Справедли-
вость принятого подхода продемонстрирована в экспериментах с од-
ной степенью свободы — с физическим маятником с вертикально ко-
леблющейся точкой подвеса. 

Параметрическое возбуждение колебаний маятника происходит, 
если расстройка / 2Δ = ω−Ω  удовлетворяет условию 3 / 8s gΔ < Ω .  

Амплитуда ϕm стационарных колебаний маятника, согласно [15, 
17], определяется уравнением 

 ( ) ( )2 22 28( 2 ) 4 / 4 2 / ,m s g b±
− Ω − ω

ϕ = ± Ω − ω
ω

 (5) 

где ϕm+, ϕm– отвечают устойчивой и неустойчивой ветвям резонанс-
ной зависимости соответственно. 

На рис. 4 приведена резонансная 
зависимость для маятника с коэффи-
циентом затухания b  = 0,029 с–1 при 
s = 1,05 см. После возбуждения ко-
лебаний на частоте Ω  = 11,01 с–1 их 
амплитуда ϕm = 0,20 рад. При плав-
ном уменьшении частоты Ω  ампли-
туда монотонно возрастала до мак-
симального значения: mϕ  = 2,85 рад 
при Ω  = 5,04 с–1. Дальнейшее умень-
шение частоты Ω  приводит к срыву 
колебаний при Ω = 4,97 с–1. Рассчи-
танные по формуле (5) ветви резо-
нансной зависимости пересеклись 
при частоте срыва  Ω  = 4,91 с–1. Ес-
ли после срыва колебаний медленно 
увеличивать частоту колебаний со-
суда, скачкообразное возбуждение 
колебаний происходит при Ω  =  
= 10,25 с–1. Отметим, что представленная резонансная зависимость со-
ответствует случаю мягкой восстанавливающей силы.  

Рис. 4. Резонансная зависимость
маятника ( s =1,05 см, x ≡0):  экс-
перимент (1); устойчивая и не-
устойчивая ветви ( )mϕ Ω (2, 3),
        определяемые формулой (5)  
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Аналогичные результаты были получены при изменении экспе-
риментальных условий (для других значений s ), что свидетельствует 
о неплохом соответствии между моделью и экспериментом. 

Теперь перейдем к параметрическому резонансу в механической 
системе, состоящей из движущейся вдоль горизонтальной прямой 
тележки массой 2m  и подвешенного к ней маятника массой 1m  (см. 
рис. 1, б). Если ввести горизонтальную координату x  тележки, дина-
мика плоского движения системы будет описываться уравнениями 

 
2

1 2 1 1

2 2
1 1 1

( ) ( cos ) ( sin ) ,
( cos ) ( cos )sin .

m m x m l m l F
m l x m l m l g s t b

′+ + ϕ ϕ = ϕ ϕ −

ϕ + ϕ = − + Ω Ω ϕ− ϕ
 (6) 

Здесь 2 2
1 2 1[( )( cos ) ( sin cos )]F m m g s t m l′ = μ + + Ω Ω + ϕ ϕ + ϕ ϕ  — сила 

трения качения между подшипниками тележки и горизонтальными 
направляющими; μ  — коэффициент трения качения. 

Амплитуды отклонения маятника и смещения тележки как функ-
ции частоты вертикальных колебаний приведены на рис. 5.  

Рис. 5. Отклонение маятника (а) и смещение тележки (б) в зависимости от 
частоты вертикальных колебаний при s = 2,25 см: маятник (x ≡ 0), теоре-
тическая  модель (5) (1); маятник на тележке (2); численный расчет по   
                                                 формуле (6) (3) 

 
Анализ данных рис. 5, а показывает, что наличие тележки прак-

тически не влияет на колебания маятника. Отметим, что в случае ма-
ятника на тележке (2), согласно экспериментальным данным, проис-
ходит затягивание резонансной зависимости в область высоких ча-
стот .Ω  Кроме того, вблизи частоты срыва колебаний Ω  = 6,51 с–1 
наблюдались перевороты маятника, повторяющиеся через 3–5 перио-



Волны Фарадея в подвижном сосуде и их механический аналог 

9 

дов. Амплитуда тележки монотонно растет с уменьшением частоты 
Ω  (рис. 5, б). 

На рис. 5 также приведены результаты численного решения 
уравнений движения (6) с использованием стандартной процедуры 
NDSolve пакета Mathematica. В модели использовались эксперимен-
тальные характеристики маятника и тележки. В качестве коэффици-
ента трения качения взята величина μ= 0,02. Стационарные значения 
амплитуд маятника и тележки (кривая 3 на рис. 5) получены только 
для диапазона частот Ω = 9,125…11,80 с–1. 

Рисунок 6 иллюстрирует взаи-
мосвязь колебаний маятника и те-
лежки. Ясно, что с увеличением ϕ  
амплитуда тележки также растет и 
может достигать значительных ве-
личин порядка 6 см. Зависимость 2, 
полученная численным решением 
системы (6), неплохо описывает 
данные эксперимента при амплиту-
де маятника, не превышающей зна-
чение /2.π  

Процесс установления стацио-
нарных колебаний при различных 
значениях Ω  показан на рис. 7. Переходный процесс характерен и 
для маятника (а), и для тележки (б). Отмечается существенное сме-
щение положения, около которого происходят колебания тележки. 
Эта особенность движения тележки наблюдалась и в эксперименте. 

Рис. 7. Схемы (а, б) процесса установления стационарных колебаний си-
стемы маятник — тележка по результатам численного решения первого и  
      второго уравнений (6) при Ω  = 11,80; 10,50 с–1, 0ϕ = 0,88 0(x = 0)  

 
Заключение. Экспериментально реализовано параметрическое 

возбуждение гравитационных поверхностных волн в прямоугольном 
сосуде при сохранении его горизонтальной степени свободы. Иссле-

Рис. 6. Смещение тележки как 
функция угла отклонения маятника: 
эксперимент (1); численное реше-
           ние уравнений (6) (2) 
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дованы горизонтальные колебания прямоугольного сосуда с жидко-
стью, вызванные первой модой стоячих поверхностных гравитацион-
ных волн Фарадея. Проведено сравнение данных экспериментов для 
случаев связанных горизонтальных колебаний сосуда и параметриче-
ского возбуждения волн при возбуждении волн Фарадея в неподвиж-
ном в горизонтальном направлении сосуде.  

Использована аналогия между движением маятника на тележке и 
связанными колебаниями жидкости в свободном сосуде при пара-
метрическом возбуждении стоячих волн; рассмотрены резонансные 
колебания физического маятника и маятника на тележке около ниж-
него положения равновесия под действием вертикальных колебаний 
точки подвеса. Проведено сравнение экспериментальных данных с 
имеющейся теоретической моделью. Особое внимание в эксперимен-
тах уделено случаю связанных колебаний маятника на тележке, когда 
точка подвеса маятника имеет дополнительную степень свободы в 
горизонтальном направлении. Построена и численно исследована 
модель совместного движения систем; проведено сравнение полу-
ченных результатов с экспериментальными данными. 

 
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фунда-

ментальных исследований (№11-01-00247). 
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