
1 

УДК 531.01/534.112 

Колебания упругих одномерных систем с трением 
© А.А. Пожалостин, Б.Г. Кулешов, А.В. Паншина 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 
 

Рассмотрен разработанный приближенный аналитический метод для расчета 
малых свободных и вынужденных колебаний одномерных систем с сухим трением. 
Метод основан на приведении систем к механическим аналогам. Механический 
аналог представлен для каждого типа колебаний в виде бесконечной системы ли-
нейных осцилляторов в предположении равенства частот i-го тона свободных 
колебаний каждого вида системы i-му тону колебаний механического аналога. 
Использована модель сухого трения, которая была применена к расчету вынуж-
денных колебаний системы с одной степенью свободы в классическом учебнике 
С.П. Тимошенко «Колебания в инженерном деле». В этой модели сухое трение не 
зависит от скорости скольжения элементов колебательной системы. Предпола-
гается, что сухое трение небольшое и что формы собственных колебаний не из-
меняются при учете трения. Впервые для учета сухого трения С.П. Тимошенко 
предложил энергетический метод и применил его для исследования вынужденных 
колебаний системы с одной степенью свободы. Этот метод позволяет опреде-
лять коэффициенты эквивалентного вязкого трения для каждого i-го тона сво-
бодных колебаний и заключается в приравнивании работы сил вязкого трения ра-
боте сил сухого трения за период свободных колебаний для каждого i-го номера. 
При построении методики расчета колебаний используем метод приведенных (эк-
вивалентных) параметров. Представлены примеры продольных, крутильных и по-
перечных свободных и вынужденных колебаний упругих стержней, валов и балок с 
учетом сухого трения. Описаны трансцендентные уравнения для нахождения ам-
плитуд и фазовых сдвигов свободных колебаний механических аналогов с вязким 
сопротивлением. Для вынужденных колебаний механических аналогов найдены 
частные решения, приведены трансцендентные уравнения для амплитуд и фазо-
вых сдвигов и рассмотрены уравнения переходного процесса. Результаты расче-
тов можно использовать при исследовании динамики трубопроводов, например, 
нефтепроводов. 
 
Ключевые слова: стержень, консольная балка, вал, сухое трение, свободные и вы-
нужденные колебания, приведенное вязкое сопротивление. 

 
 Введение. В статье рассмотрен разработанный приближенный 

аналитический метод для расчета малых свободных и вынужденных 
колебаний одномерных систем с сухим трением [1–7]. Приведены 
примеры продольных, крутильных и поперечных колебаний упругих 
стержней, валов и балок. На практике с подобными задачами прихо-
дится сталкиваться, например, при ремонте газо- и нефтепроводных 
систем, в самолетостроении и в областях, где имеется достаточное 
количество длинных трубопроводов. 

 Использована модель сухого трения, которая была применена к 
расчету вынужденных колебаний системы с одной степенью свободы 
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в классическом учебнике С.П. Тимошенко [8]. В этой модели сухое 
трение не зависит от скорости скольжения элементов колебательной 
системы.  

Основные допущения состоят в следующем: 
1) сухое трение считается небольшим; 
2) предполагается, что формы собственных колебаний не изме-

няются при учете трения.  
 Известно, что последнее условие используют при расчете коле-

баний механических систем с малым вязким сопротивлением, а так-
же гидроупругости. Предполагается, что колебания малые, материал 
подчиняется закону Гука, однороден, депланация сечений стержня 
отсутствует, справедлива гипотеза сплошности среды. 

Продольные колебания однородной консольной балки. Для 
построения методики расчета был использован метод приведенных 
(эквивалентных) параметров и энергетический метод. Для вынуж-
денных колебаний систем с одной степенью свободы энергетический 
метод применен С.П. Тимошенко [8]. 

Проиллюстрируем разработанную методику расчета на примере 
продольных колебаний однородной консольной балки (рис. 1).  

Рис. 1. Однородная консольная балка 
 
Случай 1. Свободные колебания. Предположим, что на балку 

действует равномерно распределенная сила сухого трения интенсив-

ностью (ин)
тр ,Gq

l
= δ  где G  — сила тяжести стержня; l  — его длина, 

δ  — коэффициент кулонова трения 1-го рода. 
Дифференциальное уравнение продольных колебаний имеет вид 

[8–13] 

  
2 2

0 02 2 0,u uEF
x t
∂ ∂

−μ =
∂ ∂

  (1) 

 
где 0μ  — погонная масса; 0EF  — жесткость стержня в продольном 
направлении. 

Частное решение уравнения (1), согласно методу Фурье [8, 11], 
представим в виде 
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 ( , ) ( ) ( ),u x t f x s t=   

где ( )f x  — форма колебания; ( )s t  — временной множитель. 
Запишем граничные условия системы (см. рис. 1) для функции :f  

 (0) 0,f =  ( ) 0.f l′ =  
Решение ( )if x  имеет вид [8] 

 ( )2 1
sin , 1, 2, ...

2i
i xf i

l
− π

= =  

На первом этапе решения задачи сила сухого трения интенсивно-
стью (ин)

трq  не рассматривается. 
Функция ( ) cos( ),i i i is t A t= ω − α  где iA  и iα  — константы, под-

лежащие определению; iω  — частота i-го тона свободных колебаний. 
Решение ( , )u x t  должно удовлетворять следующим начальным 

условиям: 

 ( , ) ( ),u x t x= ϕ    ( , ) ( ).u x t x
t

∂
= ψ

∂
 

Таким образом, решение дифференциального уравнения (1) име-
ет вид 

 
1

( , ) ( )cos( ).i i i i
i

u x t A f x t
∞

=

= ω −α∑  

Известно [8, 9], что функции ( )if x  удовлетворяют условиям ор-
тогональности: 

 0
0

0, ,
( ) ( )

, .

l

i j
i

i j
f x f x dx

f i j
≠⎧

μ = ⎨ =⎩
∫   

Построим для колебаний однородной консольной балки приве-
денную эквивалентную систему. Основным постулатом при этом яв-
ляется равенство частот собственных колебаний консольной балки 
(уравнение (1)) и ее механического аналога [10]. Механический ана-
лог исходной системы представим в виде бесконечной системы ли-
нейных осцилляторов (рис. 2). 

Постулируя равенство собственных частот колебаний системы и 
механического аналога и сравнивая кинетические и потенциальные 
энергии системы, находим [10] 

 0 2
0

0

( ) ,
l

i im f x dx= μ∫  0 2
0

0

( ) ,
l

i ic EF f dx′= ∫   

где 0 0,i im c  — приведенные масса и жесткость механического аналога. 
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Рис. 2. Механический аналог 
 
Система собственных функций ( ),if x  1, 2,...i = , полна и обладает 

свойством ортогональности [9]. 
Для учета сил сухого трения разложим (ин)

трq  в ряд по функциям 
( ):if x  

 (ин)
тр

1

( ),i i
i

Gq a f x
l

∞

=

= δ =∑  

получим 

  4 .
(2 1)i

Ga
i l
δ

=
π −

  (2) 

Воспользуемся энергетическим методом для определения экви-
валентного вязкого трения iμ  для каждого номера i . Приравняем ра-

боту сил вязкого трения трA  за период 2
i

i

Т π
=
ω

 свободных колебаний 

работе сил сухого трения (2) для каждого номера i : 

 
2

0 0 0

4 ( ) ,
iTl l

i i i i
u dxdt a A f x dx
t

∂⎛ ⎞μ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫   

где ( ) cos( ).i i i i iu A f x t= ω + α  
Отсюда коэффициент приведенного линейного сопротивления  

 4
(2 1)

i
i

i i

a
T i A

δ
μ =

π −
.  

Дифференциальное уравнение для i-го осциллятора имеет вид 

  22 0.i i i i iy n y y+ + ω =  (3) 

Здесь  
0

02 i
i

i

n
m
μ

= ,   0 ( )i i if xμ = μ   (  ( )if x  — норма функции ( )).if x  
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Запишем решение уравнения (3):  

  1( ) cos( ),in t
i i i iy t A e t−= ω −α   (4) 

где  
2 2 2
1 .i i inω = ω −  

Отметим, что величины in  и 1iω  при таком подходе обратно-
пропорциональны амплитуде iA . Частота 1iω  зависит от неизвестной 
постоянной .iA  

Запишем, используя выражение (4), общее решение уравнения (1) 
с учетом трения 

 1
1

( , ) ( ) cos( ).in t
i i i i

i

y x t A f x e t
∞

−

=

= ω −α∑   

Удовлетворим начальным условиям: 

  1

1
1

( ) ( )cos ,

( ) ( ) cos ( ) cos .

i i i
i

i i i i i i i i
i i

x A f x

x A f x n A f x

∞

=

∞

=

ϕ = α

ψ = − α + ω α

∑

∑ ∑
  (5)  

Используя условия ортогональности функций ( )if x , из первого 
условия (5) получим 

 0

( ) ( )

 cos

l

i

j
j j

x f x dx
A

f

ϕ
=

α

∫
. 

Из второго условия (5) найдем 

 1 1
1 1

( ) ( ) ( ) .i i i i i i i
i

x b f x n A f x
∞ ∞

=

ψ = − + ω α∑ ∑  

С учетом условий ортогональности имеем 

 1 1
0

( ) ( ) sin
l

j j j j j j jx f x dx b n A fψ = − + ω α⎡ ⎤⎣ ⎦∫ . 

Обозначим 

 0
2

( ) ( )
,

 

l

j

j
j

x f x dx
b

f

ψ
=

∫
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тогда 

 ( )2 1
1

1sinj j j j j
j

A b b nα = +
ω

. 

Кроме того, 1cosj j jA bα = . Отсюда, возводя последние два ра-
венства в квадрат и суммируя их, получим 

  ( )22 2
1 2 12

1

1
jj j j j j

j

A b A b b n= + +
ω

.  (6) 

Решая трансцендентное уравнение (6), находим амплитуду jA  и 

фазовый сдвиг 1arccos .j
j

j

b
A

α =  

 Случай 2. Вынужденные колебания упругой системы с сухим 
трением. Этот режим колебаний рассмотрим также на примере про-
дольных колебаний однородной консольной балки (см. рис. 1).  

Учтем внешнее воздействие 0( ) cos ( ).F t F pt= + β  Сосредоточенная 
сила ( )F t  приложена в сечении ix  вдоль консоли, 0F  — амплитуда 
внешней силы, p  — частота изменения силы ( )F t . При этом все до-
пущения остаются прежними. Воспользуемся механическим аналогом 
системы. Для каждого осциллятора с номером i  правая часть уравнения 
его движения определяется с помощью обобщенной силы [5].  

Разложим силы сухого трения в ряд по собственным функциям 
однородной краевой задачи  

( ) sin (2 1)
2i
xf x i
l

π
= − .  

Тогда 

 ( )sin 2 1i
i

G xa i
l l

π
δ = −∑  и  4

(2 1)i
Ga

l i
δ

=
π −

. 

В этом случае коэффициент приведенного вязкого сопротивления 
iμ  находим из условия равенства за период 2T p= π  вынужденных 

колебаний работы сил линейно-вязкого сопротивления и работы сил 
сухого трения для каждого номера i : 

 2 2 2

0 0 0

( ) sin ( ) 4 ( ) .
T l l

i i i if x p pt dxdt a f x dxμ + α =∫ ∫ ∫   

Отсюда погонный коэффициент вязкости  

2 3
64

(2 1)i
i

G
B i l

δ
μ =

− π
. 
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Вычислим приведенный коэффициент вязкого сопротивления 0
iμ  

для механического аналога. Функция Рэлея для эквивалентной си-
стемы  

  0 2
экв

1

1
2 i i

i

y
∞

=

Φ = μ∑ .  (7) 

Функция Рэлея для продольных колебаний балки 

  2

1 0

1 ( , ) .
2

l

i
i

u x t dx
∞

=

Φ = μ∑∫    

С учетом ортогональности функций ( )if x  i-е слагаемое в разло-
жении (8) имеет вид 

  2 2

0

1 .
2

l

i i i if dx s
⎡ ⎤

Φ = μ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫   (8) 

Сравнивая выражения (7) и (8), получаем 

 0 .i i ifμ = μ   

Дифференциальное уравнение вынужденных поперечных коле-
баний для эквивалентной системы примет вид 

  0 0 0 ,i i i i i i im y y c y Q+μ + =   (9) 

где 

  
0

( ( ) ( ) ,
l

k k
i i i

i

F r
Q F x x f x dx

y
δ

= = + δ −
δ

∑ ∫   (10) 

или 

 0 cos( ) ( )i iQ F pt f x= + β . 

Уравнение (9) с учетом выражения (10) принимает вид 

  22 cos( ),i i i i i iy n y y h pt+ + ω = + α   (11) 

где 0 02 / ,i i in m= μ  2 0 0/i i ic mω =  — собственные частоты продольных 
колебаний без трения.  

 Частное решение уравнения (11) представим следующим обра-
зом: 

 cos( ),i i iy B pt∗ = + α − ε  

где iB  — амплитуда вынужденных колебаний: 
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( )22 2 2 2

,
4

i
i

i i

hB
p n p

=
ω − +

  0
0
( )i i

i
i

F f xh
m

= , 

или  

 ( )
2 2 2

2 2

1
i i i

i

B h p
p

= ± − η
ω −

. 

 ( ) ( )2 2 2 2

2tg ,i i
i

ii i

n p p
Ap p
η

ε = =
ω − ω −

 

где iη  —  некоторые константы. 
Рассмотрим теперь уравнение переходного процесса. Общее ре-

шение неоднородного уравнения имеет вид 

 1
1 1

( , ) cos( ) ( ) ( )cos( ).in t
i i i i i i i

i i
y x t A e t f x B f x pt

∞ ∞
−

= =

= ω −α + + α− ε∑ ∑   

Постоянные iA  и iα  определяем из следующих начальных усло-
вий: 

 
1 1

( ) cos cos( ) ( ) ,i i i i i
i i

x A B f x
∞ ∞

= =

⎡ ⎤ϕ = α + α − ε⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ ∑  

( )1 1 1
1

cos( ) sin ( )i in t n t
i i i i i i i i i

i
y A n e t A e t f x

∞
− −

=

⎡ ⎤= − ω −α −ω ω −α +⎣ ⎦∑  

 ( ) sin( ),i i i
i

B f x p pt+ + α − ε∑  

( )1( ) cos sin ( ) sin( ) ( ),i i i i i i i i i i
i i

x A n A f x B p f xψ = − α + ω α + α − ε∑ ∑  

0

( ) ( ) cos cos( )  
l

j j j j j i jx f x dx A B fϕ = α + α − ε⎡ ⎤⎣ ⎦∫ , 

0

( ) ( )
cos cos( )

 

l

j

j j j j j
j

x f x dx
A B

f

ϕ
α = − α − ε

∫
, 

( ) ( )
0

1

( ) ( )

cos sin  sin  ,

l

j

j j j j j j j j j j j

x f x dx

A n A f m B p f

ψ =

= − α + ω α + α − ε

∫  
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( )

0 0

1

( ) ( ) ( ) ( )
cos( )

 ( )  

sin sin ,

l l

j j

j j j j
j j

j j j j j j

x f x dx x f x dx
n B

f x f

A B p

⎡ ⎤
ψ ϕ⎢ ⎥

⎢ ⎥= − − α − ε −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

− ω α + α − ε

∫ ∫
 

 0 0

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1sin

 ( )  

l l

j j
j

j j
j j j j

x f x dx x f x dx
n

A
f x f

ψ ϕ
α = − − +

ω ω

∫ ∫
 

 ( )
1

cos sin( )j
j j j j j

j

B
n p⎡ ⎤+ α − ε + α − ε⎣ ⎦ω

, 

( )

( ) }

22 0
02

1

0

( ) ( )
( ) ( )1cos

 
 ( )

( ) ( )
.

cos sin( )
 

l
l

j
j

j j j j
j j

j

l

j

j j j j j j j
j

x f x dx
x f x dx

A B
f

f x

x f x dx
n B n p

f

⎧ ⎫
⎧ϕ⎪ ⎪ ψ⎪ ⎪ ⎪= − α − ε +⎨ ⎬ ⎨ +ω⎪ ⎪ ⎪
⎩⎪ ⎪⎩ ⎭

⎫
ϕ ⎪

⎬⎡ ⎤+ − α − ε + α − ε⎣ ⎦ ⎪
⎭

∫ ∫

∫

  

Решая это трансцендентное уравнение, вычисляем jA . После это-
го находим jα  и уравнение переходного процесса. 

Заключение. Представленная модель сухого трения позволяет 
рассчитывать в первом приближении свободные и вынужденные ко-
лебания таких механических систем, как, например, газо- и нефте-
проводные системы, а также трубопроводные системы в аэро- и раке-
тостроении. 

  
Исследования проводились при поддержке гранта Президента РФ для 

ведущих научных школ  № НШ — 4748. 2012.8. 
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