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Рассмотрена плоская задача упругого удара тела о шероховатую поверхность 
(препятствие) в рамках стереомеханической модели удара (модели удара Ньюто-
на). Предполагается, что контакт тела с поверхностью осуществляется в одной 
точке. Формулы для расчета параметров удара и характеристик движения тела 
после удара зависят от особенностей скольжения пятна контакта в процессе 
удара. Скольжение может прекратиться в фазе деформации или в фазе восста-
новления, может продолжаться в течение всего удара в одном направлении, воз-
можно и изменение направления скольжения в процессе удара. Показано, что тип 
удара или характер движения пятна контакта в процессе удара определяется с 
помощью графической картины на плоскости параметров угол трения и угол па-
дения, который определяет направление скорости точки контакта тела с поверх-
ностью до удара. В качестве границ, разделяющих области, соответствующие 
различным типам удара, выступают кривые, поведение которых зависит от по-
ложения точки контакта относительно центра масс тела, радиуса инерции те-
ла, угла трения и коэффициента восстановления при ударе. 
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Введение. Явление удара часто встречается при движении меха-

нических систем, в том числе при работе различных машин и меха-
низмов [1–23]. Известны различные модели удара [1, 3, 4, 7, 9, 13–16, 
18, 21–23]. 

В работе рассмотрен косой удар тела о неподвижную шерохова-
тую поверхность (препятствие) в предположении, что тело совершает 
плоское движение и контакт имеет точечный характер. Предполага-
ется, что ударные силы взаимодействия существенно больше осталь-
ных сил и действием последних можно пренебречь. 

Наиболее точная модель удара связана с исследованием динамики 
движения вязкоупругопластичных деформируемых тел [4, 7, 9, 16], 
сложна и требует большого объема численных расчетов. 

Модель удара Ньютона (стереомеханический удар) [15] основана на 
гипотезе, что время удара бесконечно мало и перемещением тела в про-
цессе удара можно пренебречь. Ньютон сделал предположение, что при 
коллинеарном ударе коэффициент восстановления (отношение модулей 
скоростей тела после удара и до удара) определяется материалом, из 
которого изготовлены тела, и не зависит от скорости соударения. Он 
разделил процесс удара на две фазы. В фазе деформации скорость тела 
уменьшается до нуля и накапливается энергия упругих деформаций. В 
фазе восстановления накопленна потенциальная энергия освобождает-
ся, тело разгоняется и движется в противоположном направлении. 
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Пуассон [23] ввел другое определение коэффициента восстанов-
ления: отношение импульсов ударной силы взаимодействия в фазах 
восстановления и деформации. При коллинеарном ударе эти два 
определения коэффициента восстановления совпадают. В задаче о 
косом ударе тела о неподвижное препятствие (движение тела до уда-
ра и после удара произвольное) эти определения не эквивалентны и 
следует использовать определение Пуассона. 

Модель удара Ньютона не позволяет определить многие важные 
параметры удара, его продолжительность, максимальную силу взаи-
модействия тел, их деформацию и т. д. 

Широко распространена линейная вязкоупругая модель удара 
Кельвина — Фойхта [4, 7, 9, 16], согласно которой контактная сила 
взаимодействия тел при ударе сводится к линейной силе упругости и 
сопротивления ( , ) ,F F x x cx x= = − −μ  где c  и μ  — постоянные ко-
эффициенты упругости и сопротивления; x  — деформация тела и 
препятствия при ударе. В процессе удара значение 0.x ≥  Уравнение 
движения тела при ударе является линейным дифференциальным 
уравнением с постоянными коэффициентами и имеет аналитическое 
решение. Коэффициент восстановления при ударе постоянный. Мо-
дель противоречит естественным физическим представлениям. Сила 
взаимодействия тел в начале и конце удара равна силе сопротивления 
и отлична от нуля. Если в процессе деформации меняется пятно кон-
такта, предположение о линейной зависимости упругой силы взаи-
модействия и силы сопротивления от деформации является некор-
ректным. 

Герц [21] предположил, что упругая сила контактного взаимо-
действия тел при ударе зависит от деформации x  так же, как и в слу-
чае статического равновесия. Он показал, что если тело и препят-
ствие в окрестности точки контакта имеют сферические поверхности 
и их деформации малы по сравнению с радиусами, то с учетом уве-
личения пятна контакта и ростом деформации x  сила упругого взаи-
модействия 3/2( ) ,F x cx= −  где c  — константа, ее значение определя-
ется радиусами этих сферических поверхностей и материалом, из ко-
торого изготовлены тела. Отметим, что Герц рассматривал абсолют-
но упругий удар. В этом случае уравнение движение тела имеет ин-
теграл энергии и интегрируется в квадратурах, т. е. его решение сво-
дится к вычислению определенного интеграла. 

Экспериментальные данные, приведенные в монографии Гольд-
смита [4], показывают, что с ростом скорости соударения тел коэф-
фициент восстановления монотонно убывает. 

Хант и Кроссли [6, 22] предложили модель, которая является раз-
витием модели Герца на случай, когда тело и препятствие подчиня-
ются законам вязкоупругого деформирования. В рамках этой модели 
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коэффициент восстановления убывает с ростом скорости соударения, 
и результаты согласуются с экспериментальными данными [4]. 

В волновой теории удара [4, 7, 9, 16] тела являются упругими и 
отсутствует остаточная деформация тел. Потеря энергии при ударе 
обусловлена возникающими при ударе упругими волнами распро-
странения деформации. Скорость распространения этих волн зависит 
от свойств материала. В инженерной практике на основе волновой 
теории проводят расчет удара стержней о препятствие. Если время 
прохождения упругих волн через все тело меньше продолжительно-
сти удара и происходит несколько отражений волн за время удара, 
влиянием упругих волн можно пренебречь [4]. 

Многие прикладные задачи можно исследовать на основе теории 
удара Ньютона [1–23]; при условии что деформации при ударе малы, 
можно пренебречь волновыми процессами и остаточной деформаци-
ей. Эти предположения обусловливают ограничения на скорость со-
ударения, используемые материалы, форму и размеры тела. Модель 
справедлива для компактных тел, изготовленных из достаточно 
жесткого материала. Скорость соударения должна быть достаточно 
высокой, чтобы ударные силы достигали больших значений и можно 
было пренебречь конечными силами, но в то же время и достаточно 
малой, чтобы не вызвать значительной деформации тела или его раз-
рушения. Для того чтобы предположение о постоянстве коэффициен-
та восстановления выполнялось, необходимо ограничиться узким 
диапазоном скоростей соударения. 

Аналитическое решение плоской задачи об ударе тела о шерохо-
ватую поверхность при точечном контакте тела с поверхностью по-
лучено в [14, 17]. В этом случае однозначно можно определить им-
пульс ударной силы реакции и выяснить характер движения (скоро-
сти) тела после удара. В настоящей работе показано, что тип удара 
или характер движения пятна контакта в процессе удара можно опре-
делить с помощью графических зависимостей на плоскости парамет-
ров угол трения ϕ  и угол падения β  (который определяет направле-
ние скорости пятна контакта тела с поверхностью до удара). Грани-
цами, разделяющими области, соответствующие различным типам 
удара, служат кривые, поведение которых зависит от положения точ-
ки контакта относительно центра масс тела, радиуса инерции тела, 
угла трения и коэффициента восстановления при ударе. 

Рассматриваемая статья является естественным продолжением 
работы [10], в которой аналогичные результаты были получены для 
абсолютно неупругого удара. 

Исследование процесса удара. Рассмотрим плоский упругий удар 
тела массой m  о неподвижную шероховатую поверхность (рис. 1). 
Пусть C  — центр масс тела, S  — точка контакта тела с поверхностью 
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при ударе. Радиус инерции тела относи-
тельно центра масс обозначим .ρ  Еди-
ничные вектора τ  и n  определяют каса-
тельное и нормальное направление к по-
верхности в точке контакта .S  Обозначим 

( , )nR R Rτ=  — касательный и нор-
мальный импульсы ударной силы реак-
ции в точке .S  Положение центра масс C  
относительно точки S  определяется па-
раметрами 0h ≥  и .b  Не нарушая общно-
сти, можно считать, что центр масс C  
лежит слева от точки контакта ,S  при 
этом 

                              0.b ≥                    (1) 

Для случая 0b <  (центр масс лежит справа от точки контакта) все 
результаты могут быть получены из соображений симметрии. 

Обозначим ( , )nv v vτ=  — касательную и нормальную скорости 
центра масс,  ( , )nu u uτ=  — касательную и нормальную скорости 
точки контакта ,S   ω  — угловую скорость тела. За положительное 
примем направление угловой скорости против хода часовой стрелки. 
Скорости точек C  и S  связаны кинематическими соотношениями 
 , .n nu v h u v bτ τ= +ω = +ω  (2) 

Процесс удара разделим на две фазы: в фазе деформации нор-
мальная составляющая скорости точки контакта уменьшается до ну-
ля, оставаясь отрицательной, а в фазе восстановления нормальная со-
ставляющая скорости точки контакта увеличивается от нуля до неко-
торого положительного значения. 

Нормальная скорость точки S  до удара отрицательна, в конце 
фазы деформации равна нулю, после удара положительна, а нор-
мальная составляющая импульса ударной силы реакции — не отри-
цательна: 

 0,nu− <  0,nu′ =    0,nu+ > 0.nR ≥  (3) 

Значения всех скоростей до удара будем обозначать верхним индек-
сом «–», значения скоростей после удара верхним индексом «+», а 
значения скоростей в конце фазы деформации (или начале фазы вос-
становления) верхним индексом «' ». 

Уравнения удара (уравнения движения центра масс и изменения 
кинетического момента тела относительно центра масс) в фазе де-
формации имеют вид 

Рис. 1. Схема взаимодействия 
тела с препятствием (непо-
движной поверхностью)  
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а в фазе восстановления — 
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n
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τ τ τ

+
τ
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′ ′′ ′′ρ ω −ω = +
  (5) 

Здесь , , ,n nR R R Rτ τ′ ′ ′′ ′′  — нормальные и касательные составляющие 
импульса ударной силы реакции в фазах деформации и восстановле-
ния соответственно. При этом для нормальных составляющих [23] 

,n nR kR′′ ′=  где 0 1k≤ ≤  — коэффициент восстановления при ударе. 
При абсолютно неупругом ударе 0,k =  а при абсолютно упругом 
ударе 1.k =   

Учитывая соотношения (2)–(3), из выражений (4)–(5) получаем 
формулы для изменения скорости точки контакта S  в фазе деформа-
ции: 
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n

n n

m u u R h R bh

m u R b R bh

−
τ τ τ

−
τ

′ ′ ′ρ − = ρ + +

′ ′− ρ = ρ + +
  (6) 

и фазе восстановления 
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m u kR b R bh
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τ τ τ

+
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′ ′′ ′ρ − = ρ + +

′ ′′ρ = ρ + +
 (7) 

Отсюда находим 

 
2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

n

n n n

m u u R h R bh

m u u R b R bh

+ −
τ τ τ

+ −
τ

ρ − = ρ + +

ρ − = ρ + +
  

где (1 ) ;     .n nR k R R R Rτ τ τ′ ′ ′′= + = +   
Примем гипотезу о том, что при ударе трение сводится к сухому 

трению [18, 23] с коэффициентом трения  f : 

.nR f Rτ ≤  

Если точка контакта в процессе удара в течение некоторого (беско-
нечно малого) интервала времени имеет постоянное направление ка-
сательной скорости, в этой фазе удара signnR f R uτ τ= − . 

В результате удара точка контакта S  может в касательном к по-
верхности направлении остановиться или скользить в течение всего 
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удара. При этом если в процессе удара под действием трения каса-
тельная скорость uτ становится равной нулю в некоторый момент 
времени * [ , ],t t t− +∈   это не означает, что в дальнейшем в процессе 
удара она останется равной нулю. Действительно, чтобы 0uτ ≡  при 

*[ , ]t t t+∈  должны выполняться следующие соотношения: 
2 * ** 2 2 **( ) 0 ( ) ,nm u u R h R bh+

τ τ τρ − = = ρ + +   ** ** ,nR f Rτ ≤  где * 0uτ =  — ка-

сательная скорость точки контакта в момент *,t  а ** **, nR Rτ  — им-
пульсы ударной силы реакции за время *[ , ].t t+  Отсюда 

 2 2 .bhf
h

≥
ρ +

 (8) 

Если условие (8) нарушено, то в силу геометрического положения 
тела точка контакта при *[ , ]t t t+∈  скользит направо (см. рис. 1), т. е. 

0uτ > , так как ** **
nR fRτ = −  и 2 * 2 ** 2 2( ) ( )m u u m u R h+ +

τ τ τ τρ − = ρ = ρ + +  
** 0.nR bh+ >  В этом случае произойдет изменение направления 

скольжения точки контакта. При * [ , ]t t t− +∈  точка контакта скользит 
налево, т. е. 0,uτ <  или с отрицательной скоростью, которая под дей-
ствием силы трения уменьшается до нуля, а затем начинает скользить 
направо с увеличивающейся положительной скоростью. 

Перейдем к рассмотрению различных типов удара в зависимости 
от того, как осуществляется скольжение в процессе удара. 

Скольжение прекращается в фазе деформации. При этом 
0.u u+

τ′ = =   Из уравнений удара (6)–(7) получаем 

2 2

2 2 2

( ) ,n
n

u h u bhR m
b h

− −
τ− ρ + +′ =

ρ + +
  

2 2

2 2 2

( ) ,nu bh u bR m
b h

− −
τ

τ
− ρ +′ =

ρ + +
 

2 2 ,n
bhR kR

hτ′′ ′= −
ρ +

    2 2 2( ) .n n
ku b h R
m

+ ′= ρ + +  

Этот случай имеет место тогда и только тогда, когда выполняются 
условия 

    

2 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

0, , ( ) 0,

[ ( )] [ ] 0,

[ ( )] [ ] 0.

n n

n

n

bhu f u h u bh
h

u bh f h u b f bh

u bh f h u b f bh

− − −
τ

− −
τ

− −
τ

≤ ≥ ρ + − ≤
ρ +

+ ρ + − ρ + + ≤

− ρ + − ρ + − ≥

 (9) 
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Скольжение прекращается в фазе восстановления. При этом 
sign sign ,u u−

τ τ′=  0,u+
τ =  sign .nR f R uτ τ′ ′= −  Из уравнений удара (6)–

(7) имеем 
2

2 2 ,
sign

n
n

m uR
b f bh u

−

τ

− ρ′ =
ρ + −

   
2 2

2 2

( )sign ,
signn

bh f h uu u u
b f bh u

− − τ
τ τ

τ

− ρ +′ = −
ρ + −

  

 
2

2 2 ,nkR bh m uR
h

τ
τ

′ ′+ ρ′′ = −
ρ +

 
2 2

2

( ) .n
n

kR b R bhu
m

+ τ′ ′′ρ + +
=

ρ
  

Этот случай имеет место тогда и только тогда, когда выполняются 
условия: 

а) при скольжении направо 

0,nu− ≤    0,u−
τ >    

2 2

2 2 ,bh bf
h bh

ρ +
≤ ≤

ρ +
  

 2 2 2 2[ ( )] [ ] 0,nu bh f h u b f bh− −
τ− ρ + − ρ + − <    (10) 

2 2 2 2(1 ) [ ( )] [ ] 0;nk u bh f h u b fbh− −
τ+ − ρ + − ρ + − ≥   

б) при скольжении налево 

0,nu− ≤  0,u−
τ <   2 2 ,bhf

h
≥
ρ +

   

 2 2 2 2[ ( )] [ ] 0,nu bh f h u b fbh− −
τ+ ρ + − ρ + + >    (11) 

2 2 2 2(1 ) [ ( )] [ ] 0.nk u bh f h u b fbh− −
τ+ + ρ + − ρ + + ≤    

Полное скольжение (без изменения направления). При этом 
sign sign ,u u− +

τ τ=  sign ,nR f R uτ τ′ ′= −  sign sign .n nR f R u f kR uτ τ τ′′ ′′ ′= − = −  
Из уравнений удара (6)–(7) получаем 

2

2 2 ,
sign

n
n

m uR
b f bh u

−

τ

− ρ′ =
ρ + −

  
2 2

2 2

( )sign ,
signn

bh f h uu u u
b f bh u

− − τ
τ τ

τ

− ρ +′ = −
ρ + −

 

 
2 2

2

[ ( )sign ] ,nkR bh f h uu u
m

+ τ
τ τ

′ − ρ +′= +
ρ

   

2 2

2 2

( )sign(1 ) , .
signn n n

bh f h uu u k u u k u
b f bh u

+ − − + −τ
τ τ

τ

− ρ +
= − + = −

ρ + −
   

Этот случай имеет место тогда и только тогда, когда выполняют-
ся условия: 
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а) при скольжении направо 

0,nu− ≤   0,u−
τ >   

2 2

,bf
bh

ρ +
≤   

 2 2 2 2[ ( )] [ ] 0,nu bh f h u b f bh− −
τ− ρ + − ρ + − <    (12) 

2 2 2 2(1 ) [ ( )] [ ] 0;nk u bh f h u b fbh− −
τ+ − ρ + − ρ + − <    

б) при скольжении налево 

   
2 2 2 2

0, 0,
(1 ) [ ( )] [ ] 0.

n

n

u u
k u bh f h u b f bh

− −
τ

− −
τ

≤ <

+ + ρ + − ρ + + >
   (13) 

Изменение направления скольжения. В процессе удара точка 
контакта S  сначала скользит налево, а затем направо. Этот случай 
имеет место, когда не выполнено условие (8) или 

2 2

2 2 .bh bf
h bh

ρ +
< <
ρ +

 

Здесь кроме (8) использовано неравенство 

 
2 2

2 2 ,bh b
h bh

ρ +
<

ρ +
   (14) 

которое всегда справедливо. Действительно, в силу выражения (1) 
значение 0b ≥  и неотрицательности h  оно эквивалентно неравенству 

2 2 2 2 2 2( )( ),b h b h< ρ + ρ +  где радиус инерции 0.ρ ≠  
Изменение направления скольжения в фазе деформации. При 

этом *t t t t− +′≤ ≤ ≤  и * 0nu ≤ , где *t  — момент изменения направле-
ния скольжения в процессе удара. 

На первом этапе фазы деформации при *[ , ]t t t−∈  точка контакта 
скользит налево, *0, 0,u u−

τ τ< =  * *,nR f Rτ′ ′=  где * *,nu uτ  — скорость 
точки контакта S  в момент смены направления скольжения; * ,nR′  

*Rτ′  — импульсы ударной реакции в течение первого этапа фазы де-
формации. Из уравнений удара для первого этапа фазы деформации 
получаем 

2
*

2 2 ,
( )n

m uR
bh f h

−
τ− ρ′ =

+ ρ +
    

2 2
*

2 2

[ ] .
( )n n

b f bhu u u
bh f h

− −
τ
ρ + +

= −
+ ρ +

   

На втором этапе фазы деформации при *[ , ]t t t′∈  точка контакта 
скользит направо, * 0, 0, 0,nu u uτ τ′ ′= > =  ** **,nR f Rτ′ ′= −  где ** ,nR′  



Удар тела о препятствие 

9 

**Rτ′  — импульсы ударной реакции в течение второго этапа фазы де-
формации. Из уравнений удара для второго этапа фазы деформации 
получаем 

2 *
**

2 2 ,n
n

m uR
b f bh

− ρ′ =
ρ + −

  

 
2 2

*
2 2

[ ( )] .n
bh f hu u

b f bhτ
− ρ +′ = −

ρ + −
   

При [ , ]t t t+′∈  точка контакта скользит направо, 0,uτ′ ≥  
0, 0,nu u+

τ ′> =  * **, , .n n n n n nR f R R kR R R Rτ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′= − = = +  Из уравнений 
удара для фазы восстановления (6) получаем 

2 2
2

1 [ ( )],nu u kR bh f h
m

+
τ τ′ ′= + − ρ +

ρ
   

2 2
2

1 ( ).n nu kR b f bh
m

+ ′= ρ + −
ρ

   

Этот случай имеет место тогда и только тогда, когда выполняются 
условия 

 2 2

2 2 2 2

0, 0, ,

[ ( )] [ ] 0.

n

n

bhu u f
h

u bh f h u b f bh

− −
τ

− −
τ

≤ < <
ρ +

+ ρ + − ρ + + ≤
            (15) 

Изменение направления скольжения в фазе восстановления. 
При этом *t t t t− +′≤ ≤ ≤  и * 0nu ≥ . В фазе деформации при [ , ]t t t− ′∈  и 
на первом этапе фазы восстановления при *[ , ]t t t′∈  точка контакта 
скользит налево, *0, 0, 0,u u u−

τ τ τ′< < =  * *, ,n nR f R R f Rτ τ′ ′ ′′ ′′= =  где 
* *,nu uτ  — скорость точки контакта S  в момент смены направления 

скольжения, * *,nR Rτ′′ ′′  — импульсы ударной реакции в течение пер-
вого этапа фазы восстановления. Из уравнений удара для фазы де-
формации (5) и первого этапа фазы восстановления получаем 

2

2 2 ,
( )n

m uR
bh f h

−
τ− ρ′ =

+ ρ +
    

2 2

2 2

[ ( )] ,
( )n

bh f hu u u
bh f h

− −
τ τ

+ ρ +′ = −
+ ρ +

  

2
*

2 2 ,
( )n

m uR
bh f h

τ′− ρ′′ =
+ ρ +

    
2 2

*
2 2 .

( )n
b f bhu u

bh f hτ
ρ + +′= −
+ ρ +
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На втором этапе фазы восстановления при *[ , ]t t t+∈  точка контак-
та скользит направо, * 0uτ = , *0, 0, 0,n nu u u+ +

τ > ≥ ≥  ** **,nR f Rτ′′ ′′= −  
,n nR kR′′ ′=  ** *.n n nR kR R′′ ′ ′′= −  Из уравнений удара для второго этапа фазы 

восстановления имеем 

* 2 2
2

1 ( )[ ( )],n nu kR R bh f h
m

+
τ ′ ′′= − − ρ +

ρ
 

* * 2 2
2

1 ( )( ).n n n nu u kR R b f bh
m

+ ′ ′′= + − ρ + −
ρ

  

Этот случай имеет место тогда и только тогда, когда выполняются 
условия 

 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

0, 0, ,

[ ( )] [ ] 0,
(1 ) [ ( )] [ ] 0.

n

n

n

bhu u f
h

u bh f h u b f bh
k u bh f h u b f bh

− −
τ

− −
τ

− −
τ

≤ < <
ρ +

+ ρ + − ρ + + >

+ + ρ + − ρ + + ≤

 (16) 

Для всех рассмотренных выше случаев определены условия, при 
которых они имеют место, а также скорость точки контакта S  после 
удара и импульсы ударных сил реакции опорной поверхности для 
фаз деформации и восстановления. Найдем полные импульсы удар-
ных реакций в течение всего удара: (1 ) ,n n n nR R R k R′ ′′ ′= + = +  Rτ =  

.R Rτ τ′ ′′= +  Причем, если изменяется направление скольжения точки S  
в фазе деформации, получаем * ** * **, .n n nR R R R R Rτ τ τ′ ′ ′ ′ ′ ′= + = +  Если из-
меняется направление скольжения точки S  в фазе восстановления, 
имеем * **.R R Rτ τ τ′′ ′′ ′′= +  

Значение угловой скорости тела после удара определяется треть-

ими уравнениями (4)–(5), 2 .nR b R h
m

+ − τ+
ω = ω +

ρ
 Скорость центра масс 

тела после удара вычисляется с помощью соотношений (2). 
Графическая интерпретация условий, соответствующих раз-

личным типам удара. В предыдущем разделе рассмотрены типы 
движения тела при ударе и получены условия, при которых имеет 
место тот или иной тип удара. Однако эти условия достаточно слож-
ны и зависят от значений следующих параметров: положения точки 
контакта относительно центра масс, определяемого параметрами b  и 

;h  радиуса инерции тела относительно центра масс ;ρ  коэффициента 
трения f  тела о поверхность  и скорости точки контакта S  в начале 
удара. Непротиворечивость этих условий и корректность модели 
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удара (т. е. однозначность определения характеристик движения в 
конце удара для любого тела и любых значений скоростей в начале 
удара) далеко не очевидна. 

Для упрощения анализа этих условий введем угол трения ϕ  и уг-
лы 0 1 2 3 0 1 2 3, , , , , , , :γ γ γ γ γ γ γ γ  

 

2 2
* * *

0 1 2 2

2 2 2 2
* *

2 32 2 2 2

*

arctg , arctg , arctg ,

arctg , arctg ,
( ) ( )

tgarctg , 0, 1, 2, 3.
1

i
i

b bhf
bh h

b f bh b f bh
bh f h bh f h

i
k

ρ +
ϕ = γ = γ =

ρ +

ρ + + ρ + −
γ = γ =

+ ρ + − ρ +
γ

γ = =
+

 (17) 

При этом 

0
2 1

1

tg tgtg tg ,
tg tg
γ + ϕ

γ = γ
γ + ϕ   

0
3 1

1

tg tgtg tg .
tg tg
γ − ϕ

γ = γ
γ − ϕ    

Учитывая неравенство (14), получаем 1 2 00 .
2
π

≤ γ ≤ γ ≤ γ ≤  

Отметим, что здесь и далее *arctg [0, ]x∈ π  при ( , ),x∈ −∞ + ∞ т. е. 

* arctg , если 0,
arctg

arctg , если 0.
x x

x
x x

>⎧
= ⎨ + π <⎩  

При этом *arctg ( ) 2;±∞ = π  *arctg 0,x →  если 0x →  и 0;x >  
*arctg ,x →π  если 0x →  и 0.x <  
Введем следующие множества значений скорости точки контакта 

S  в начале удара, , :nu u− −
τ  

{ }( , ) : 0 ,n n nu u u− − − −
τΠ = ≤    

{ } { }( , ) : 0 , ( , ) : 0 ,n nu u u u u u− − − − + − − −
τ τ τ τ τ τΠ = ≤ Π = ≥  

{ } { }2 2
1 1( , ) : ( ) 0 ( , ) : tg 0 ,n n n nu u u h u bh u u u u− − − − − − − −

τ τ τ τΠ = ρ + − ≤ = − γ ≤  

{ }
{ }

2 2 2 2
2

2

( , ) : [ ( )] [ ] 0

( , ) : tg 0 ,

n n

n n

u u u bh f h u b f bh

u u u u

− − − −
τ τ

− − − −
τ τ

Π = + ρ + − ρ + + ≤ =

= − γ ≤
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{ }
{ }

2 2 2 2
2

2

( , ) : (1 ) [ ( )] [ ] 0

( , ) : tg 0 ,

n n

n n

u u k u bh f h u b f bh

u u u u

− − − −
τ τ

− − − −
τ τ

Π = + + ρ + − ρ + + ≤ =

= − γ ≤
 

{ }
{

}

2 2 2 2
3

3 1

3 1 1

( , ) : [ ( )] [ ] 0

( , ) : tg 0 при ,

,tg 0 при , 0 при

n n

n n

n

u u u bh f h u b f bh

u u u u

u u u

− − − −
τ τ

− − − −
τ τ

− − −
τ τ

Π = − ρ + − ρ + − ≥ =

= − γ ≤ ϕ > γ

− γ ≥ ϕ < γ ≤ ϕ = γ

 

{ }
{

}

2 2 2 2
3

3 1 3 1

1

( , ) : (1 ) [ ( )] [ ] 0

( , ) : tg 0 при , tg 0 при ,

.0 при

n n

n n n

u u k u bh f h u b f bh

u u u u u u

u

− − − −
τ τ

− − − − − −
τ τ τ

−
τ

Π = + − ρ + − ρ + − ≥ =

= − γ ≤ ϕ > γ − γ ≥ ϕ < γ

≤ ϕ = γ

 

Каждое из этих множеств представляет собой полуплоскость.  
В силу условий (9)–(13), (15), (16) имеем, что в течение удара точка 
контакта :S  

останавливается в фазе деформации тогда и только тогда, когда 
1 2 3( , )n nu u− − −

τ ∈Π Π Π Π∪ ∪ ∪   и  1;ϕ ≥ γ   
скользит направо и останавливается в фазе восстановления тогда 

и только тогда, когда 3 3( , )n nu u− − − +
τ τ∈Π Π ¬Π Π∪ ∪ ∪   и  0 1;γ ≥ ϕ ≥ γ   

скользит налево и останавливается в фазе восстановления тогда и 
только тогда, когда 2 2( , )n nu u− − − −

τ τ∈Π Π ¬Π Π∪ ∪ ∪   и  1;ϕ ≥ γ   
скользит направо (полное скольжение) тогда и только тогда, ко-

гда 3 3( , )n nu u− − − +
τ τ∈Π Π ¬Π ¬Π∪ ∪ ∪   и  0;ϕ ≤ γ  

скользит налево (полное скольжение) тогда и только тогда, когда 
2( , ) ;n nu u− − − −

τ τ∈Π Π ¬Π∪ ∪   
изменяет направление скольжения в фазе деформации (сначала 

скользит налево, а затем направо) тогда и только тогда, когда 
2( , )n nu u− − − −

τ τ∈Π Π Π∪ ∪   и  1;ϕ ≤ γ   
изменяет направление скольжения в фазе восстановления (снача-

ла скользит налево, а затем направо) тогда и только тогда, когда 
2 2( , )n nu u− − − −

τ τ∈Π Π ¬Π Π∪ ∪ ∪   и  1.ϕ ≤ γ   
Отметим, что характер движения точки контакта S  в процессе 

удара зависит от направления скорости точки S  до удара и не зави-
сит от ее модуля. Введем угол  

*arctg ,nu
u

−

−
τ

β =     
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где  [ ]0,β∈ π , который является углом падения точки ,S  отсчитывае-
мым от касательного к опорной поверхности направления (см. рис. 1). 
Тип удара или характер движения точки контакта S  в процессе удара 
определяется соотношением значений угла трения ,ϕ  угла падения β  и 
углов , ( 0, 1, 2, 3)i i iγ γ = . На рис. 2 приведена зависимость углов 

2 3 2 3, , ,γ γ γ γ  от угла трения ϕ  и по осям отложены значения углов 
0 1 0 1, , , .γ γ γ γ   
Анализ условий, определяющих тип удара с учетом приведенных 

на рис. 2 зависимостей, показывает, что некоторые из этих условий 
являются избыточными. На рис. 3 показаны области значений угла 
трения ϕ  и угла падения ,β  соответствующие различным типам уда-
ра. В качестве границ, разделяющих эти области, служат зависимости 
углов 2 3 2 3, , ,γ γ γ γ  от угла трения .ϕ  

Рис. 2. Зависимости углов 
2 3 2 3, , ,γ γ γ γ  от угла трения ϕ  

Рис. 3. Области I–VIII при упругом 
 ударе 

 
Аналитически эти условия можно представить следующим обра-

зом. В процессе удара точка контакта S в областях: 

I, т. е. при 1 3, ,
2
π

ϕ ≥ γ ≤ β ≤ γ   скользит направо и останавливается 

в фазе деформации; 

II, т. е. при 1 2, ,
2
π

ϕ ≥ γ γ ≤ β ≤  скользит налево и останавливается 

в фазе деформации; 
III, т. е. при 1 3 3, ,ϕ ≥ γ γ < β ≤ γ  скользит направо и останавлива-

ется в фазе восстановления; 
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IV, т. е. при 1 2 2, ,ϕ ≥ γ γ ≤ β < γ  скользит налево и останавливает-
ся в фазе восстановления; 

V, т. е. при 
2
π

β ≥  и 3,β > γ  скользит направо (полное скольжение); 

VI, т. е. при 2β < γ  скользит налево (полное скольжение); 

VII, т. е. при 1 2, ,
2
π

ϕ < γ γ ≤ β ≤  изменяет направление скольже-

ния в фазе деформации (сначала скользит налево, затем направо); 
VIII, т. е. при 1 2 2, ,ϕ < γ γ ≤ β < γ   изменяет направление скольже-

ния в фазе восстановления (сначала скользит налево, затем направо). 
Полученное решение является корректным. Любым начальным 

условиям соответствует единственный вполне определенный харак-
тер движения в процессе удара и наблюдается непрерывная зависи-
мость от параметров. На границах областей и, более того, в точках 
бифуркации этих границ для определения характера движения тела 
при ударе можно использовать формулы для любой из пограничных 
областей. Результат будет один и тот же. 

Напомним, что исследование процесса удара проводилось в 
предположении, что центр масс C  относительно точки контакта S  
расположен слева (см. рис. 1), т. е. значение 0.b ≥  Случай, когда зна-
чение 0,b <  можно исследовать аналогично либо все результаты по-
лучить исходя из соображений симметрии. 

Рассмотрим также два частных случая. Если в момент удара центр 
масс расположен над точкой контакта ,S т. е. 0b =  (этот случай соот-
ветствует удару осесимметричного диска о поверхность), то 0 2,γ = π  

1 0,γ =  3 2,γ = π − γ  3 2,γ = π − γ   при этом всегда 1 0γ ≤ ϕ ≤ γ  (рис. 4). 
В процессе удара точка контакта S  в областях: 

I, т. е. при 3,
2
π
≤ β ≤ γ  скользит направо и останавливается в фазе 

деформации; 

II, т. е. при 2 ,
2
π

γ ≤ β ≤  скользит налево и останавливается в фазе 

деформации; 
III, т. е. при 3 3,γ < β ≤ γ  скользит направо и останавливается в фа-

зе восстановления; 
IV, т. е. при 2 2,γ ≤ β < γ  сначала скользит налево и останавливает-

ся в фазе восстановления; 
V, т. е. при 3,β > γ  скользит направо (полное скольжение); 
VI, т. е.  при 2 ,β < γ  скользит налево (полное скольжение). 
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При абсолютно неупругом ударе 0,k =  и в силу соотношений 
(17) , 0, 1, 2, 3i i iγ = γ = (рис. 5). 

 
 
 
 

 
В процессе удара точка контакта S в областях: 

I, т. е. при 1 3, ,
2
π

ϕ ≥ γ ≤ β ≤ γ  сначала скользит направо, затем 

останавливается; 

II, т. е.  при 1 2, ,
2
π

ϕ ≥ γ γ ≤ β ≤  сначала скользит налево, затем 

останавливается; 

III, т. е. при 
2
π

β ≥  и 3,β > γ  скользит направо (полное скольжение); 

IV, т. е. при 2 ,β < γ  скользит налево (полное скольжение); 

V, т. е. 1 2, ,
2
π

ϕ < γ γ ≤ β ≤  изменяет направление скольжения 

(сначала скользит налево затем направо). 
Отметим, что случай удара материальной точки о шероховатую 

поверхность [5] нельзя получить с помощью приведенных в настоя-
щей работе результатов предельным переходом, поскольку парамет-
ры , ,b hρ  одновременно стремятся к нулю, а значит, невозможно в 
силу (17) однозначно определить углы 0 1 2 3 0 1 2 3, , , , , , , .γ γ γ γ γ γ γ γ  

Заключение. Показано, что в плоской задаче об упругом ударе 
тела о неподвижное препятствие с учетом ударных сил сухого трения 

Рис. 4. Области I–VI в случае, когда 
центр масс тела находится над точкой 

контакта тела с препятствием 

 

Рис. 5. Области I–V при абсолютно 
неупругом ударе 
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возможны различные типы удара, которые различаются характером 
скольжения точки контакта в процессе удара. Формулы для расчета 
характеристик движения тела после удара и импульсов ударных ре-
акций зависят от типа удара. Построены области, соответствующие 
различным типам удара, на плоскости угол трения ,ϕ  угол падения 
β  (угол наклона скорости точки контакта тела с поверхностью до 
удара). Показана корректность рассмотренной модели удара. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 13-01-00655-а  
и гранта Президента РФ № НШ-4748.2012.8 для ведущих научных школ 
РФ. 
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