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На основе решения нечеткой вариационной задачи и теории нечетких линейных си-

стем разработан алгоритм синтеза нечеткого управления при ограничении на 

управление для нечеткой задачи Лагранжа (задачи о быстродействии). Приведен 

пример построения оптимальной нечеткой фазовой траектории и нахождении 

«сильного или слабого» времени перехода из нечетких состояний. 
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Введение. Настоящая статья является продолжением серии ста-

тей одного из авторов по применению теории нечетких линейных си-

стем (НЛС) и нечетких вычислений к решению оптимизационных 

задач управления [1—5]. Далее будут использованы базовые понятия 

теории нечетких множеств: нечеткое число; нечеткая функция; ее не-

прерывность, дифференцируемость, интегрируемость и другие базо-

вые понятия нечеткого математического анализа, а также нечеткий 

функционал, используемый в нечетком вариационном исчислении. 

Ниже рассматривается нечеткая оптимизационная задача о быстро-

действии для динамической системы. 

1. Постановка задачи. Имеем модель динамического объекта в 

пространстве состояний: 

( ) ( ) .x t Ax t B= +�  

[ ]1 2
( ), ,U t t t t T∈ =  — промежуток функционирования; ( )1

,...,
n

x x x
τ

=  

— вектор состояния; ( )1
,...,

q
u u u
τ

=  — вектор управления. Для объ-

екта заданы нечеткие граничные условия: 

 
1 1Н

2 2Н

( 0) ;

( 0) ,

x t x

x t x

= =

= =

  

где x1Н, x2Н — нечеткие числа с заданными функциями принадлежно-

стей 
1 1 2 2 1 2 1 2 1

( ) , ( ) ; , [0;1]; ,r x r r x r r r x x R= = ∈ ∈ . 

Задан функционал качества управления: 

( ) ( ) ( )( )1 2 1 1
, , , , ,I x u t I x u t I x x t= + , 
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где ( ) ( ) ( )
2

1

1
, , ,

t

t

I L x u t dt L⋅ = ⋅∫  — интегрант, I2(·) — терминальный 

член. Необходимо найти minu(t)I(x, u, t) или, в символической форме, 

М = НГУ = I → min I, где M — модель; НГУ — нечеткие граничные 

условия; I — функционал. Для получения интерпретируемых в гео-

метрической форме результатов рассмотрим частную задачу об успо-

коении материальной точки [6,7], для которой решается нечеткая за-

дача о быстродействии (нечеткая задача Лагранжа). 

Имеем 

1) 
1 2

2

x x

x u

=⎧
⎨

=⎩

�

 — модель объекта управления; u — управление; 

2) 
( ) ( ) ( ) [ ]( )

( ) ( ) ( ) [ ]( )

1 1Н 1 1

2 2H 2 2

0 , / 0;1 ;

0 , / 0;1

x t x x r x r r

x t x x r x r r

= = = ∈

= = = ∈

 —  

нечеткие граничные условия, представленные в уровневой фор-

ме, H — индекс нечеткости; 

3) 1u ≤  — ограничение на управление; 

4) 
H

H
0

T

I dt T= =∫  — функционал качества управления. 

В условиях (1– 4) необходимо найти minu TH (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Задача о быстродействии (задача Лагранжа):  

0

min
H

T

H
I dt T= −∫  при нечетких граничных условиях x1H, x2H 

 

2. Метод решения. В соответствии с принципом максимума име-

ем функцию Гамильтона 

1 2 2
( ) 1H u x u= Ψ + Ψ − , 
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где Ψ1, Ψ2 — вспомогательные переменные. Условный максимум ра-

вен ( ) 21
argmax sign

u
H u

≤
= Ψ . При x1H(0), x2H(0) канонические урав-

нения равны: 

1 2 1H 1

2 2 2H 2
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2 2 2
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откуда 
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1 1

2 1

1 1 1
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*

H 2 1 1 2

0 ( ) ;
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( ) sign sign

C

C t

t C

t C t C

u t C t C

Ψ =

Ψ = +

Ψ = →Ψ =
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�

�  

 — оптимальное управление. 

Нетрудно показать, что *

H
( )u t  имеет одну нечеткую точку пере-

ключения и соответственно два интервала знакопостоянства. На од-

ном из них *

H H
( ) 1u t = , на другом *

H H
( ) 1u t = − . 

Замечание. Выше везде полагается, что все переменные являют-

ся нечеткими, но для упрощения обозначений индекс «H» опущен, за 

исключением граничных условий. Это обусловлено тем, что одним 

из источников нечеткости является неопределенность, вызванная не-

точностью измерительной системы. 

Получим нечеткие фазовые траектории. Для u(t) = 1 имеем 

1 2

2

2 1 1 2

,

0,5 .
u

x x

x u x x a
=

=

= → = +

�

 

Для *

H H
( ) 1u t = −  после аналогичных вычислений получим 

2

1
0,5x x a= + . 

Находим «а» из нечетких граничных условий: 

( ) ( ) ( )
1 1H 2 H

1H

22

1 2 1H 2H0 0
0,5 1 0,5

x x x x

y

x x a a x x
= =

= + → ⋅ = −
�������

. 

Расширенная НЛС равна: 

1

1

( )1 0 ( )

0 1 ( ) ( )

y ra r

a r y r

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 
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откуда 

[ ]( )H 1 1
( ) ( ); ( ) ( ) / 0;1a a r y r a r y r r= = = ∈ , 

поэтому 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )2 2

1H 1 2 1 1 2 1
0,5 ; 0,5 / 0;1x x r x y r x r x y r r= = + = + ∈

. 

Аналогично находим b и далее x1Н: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )2

1H 1 2 2 1 2 2
0,5 ; 0,5 / 0;1 .x x r x y r x r x y r r= = + = + ∈  

Это означает, что фазовые траектории являются нечеткими пара-

болами. 

Находим нечеткое время TН = τ1Н + τ2Н, затрачиваемое на переход 

из нечеткой точки. Здесь τ1Н, τ2Н — нечеткие времена движения соот-

ветственно при *

H H
1u =  и *

H H
1u = −  (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Оптимальная нечеткая траектория в задаче о быстродействии 

 

На первом участке перехода xН → xs при *

H H
1u = имеем 
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Находим c1, c2 из граничных условий: 

( )

( )

1 1H

2 2H

2

1 0 1 0 20
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2 0 10

1 2H 2 1H
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поэтому получаем 

2

1 2H 1H 2 H
( ) 0,5 ; ( ) .x t t x t x x t t x= + + = +  

Аналогично на втором участке перехода xs → x0 при *

H H
1u = : 
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Находим c1, c2 из условия, что в конечный момент времени 

TН = τ1Н + τ2Н фазовая траектория должна попасть в начало координат 

(переход т. xH → т. xs → т. x0): 

( )

( )

1
H H1 H

H2 H

2
2

1 20
1H H

2 H
2 10

1 H 2 H

( ) 0,5 1 0,5

1 0( )
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→ = →⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ = − +
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поэтому получаем 
2

1 H H

2 H

( ) 0,5 ;

( ) .

x t t T t T

x t t T

= − + +

= − +

  

Находим τ1H из условия непрерывности фазовых траекторий в 

нечеткой точке xs (рис. 2): 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1H 1H 1H 1H

1 2

2H 1H 2H 1H

,

,

x t t

x t x t

⎧ = τ = τ = τ⎪
⎨

= τ = = τ⎪⎩

 

где верхние индексы (1), (2) обозначают фазовые траектории соот-

ветственно на первом и втором участках. 

В результате получаем нечеткое квадратное уравнение относи-

тельно τ1Н: 

( ) ( )2 2

1H 2H 1H 1H 2H
2 4 2 0x x xτ + τ + + = , 

решение которого при τ2Н ≥ 0, τ2Н = τ1Н + x2Н задает: 
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( )

( )

1

2 2

1H 2H 2H H

1

2 2

2H 2H 1H

0,5 2 2 ;

0,5 2 2 .

x x x

x x

⎡ ⎤τ = − + +⎣ ⎦

⎡ ⎤τ = +⎣ ⎦

 

При этом полагается, что x2H ≤ 0 и 2

H 2H
2 0x x+ ≥  , откуда 

( )
1

2 2

H 1H 2H 2H 2H 1H
2 2 .T x x x⎡ ⎤= τ + τ = − + +⎣ ⎦  

Из решения НЛС получим 

{ } ( ) ( ) ( ) [ ]
1 1

2 22 2

H 2 2 1 2 2 1
2 2 ; 2 2 / 0;1 ,T T r x x x T r x x x r

⎛ ⎞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = − + + = + + ∈⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎝ ⎠
 

где ( ) ( )( ) ; ( ) 1, 2.
i i i i i i i i
x r x r x r x= −α + α = + β −β =  

3. Частные случаи. 

1. Положим для простоты расчетов (четкий вариант): 

[ ]( )

[ ]( )
1H 1 1

2H 2 2

( ) ( ) 0 / 0;1 ;

( ) ( ) 4 / 0;1 ,

x x r x r r

x x r x r r

= = = ∈

= = = − ∈

  

тогда  

1

2

1 2

4 2 2;

2 2;

4 4 2,T

τ = +

τ =

= τ + τ = +

 

что совпадает с результатом, полученным в [6]. 

2. Найдем тип нечеткого решения «сильное/слабое» относитель-

но TH в зависимости от параметров α, β. Будем, как и выше, полагать 

[ ]( )
( ) ( ) [ ]( )

1H H

2H H

0 0( ) ; 0( ) / 0;1 ;

4 4( ) 4 ; 4( ) 4 ( ) / 0;1 .

x r r r r r

x r r r r r

= = = −α +α = β −β ∈

= − = − = − −α +α − = − +β −β ∈
 

Для того чтобы TH было «сильным», необходимо выполнение не-

равенства, которое определяет нечеткое число [2]: 

( 0) ( 1) 4 4 2
( 0) ( 0)

( 0) ( 1) 4 4 2.

T r T r
T r T r

T r T r

⎧ = ≤ = = +⎪
= ≤ = ↔ ⎨

= ≥ = = +⎪⎩
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Это дает следующий результат –7 ≤ α ≤ 22,5; β ≥ 6,85; β ≤ –22,3. 

В противном случае будем иметь «слабое» решение относительно TH. 

Подобным образом могут быть вычислены соответствующие ре-

шения TH для других значений. 

5. Выводы. 

1.  Сформулирована нечеткая вариационная задача о быстродей-

ствии, которая решена для частного случая успокоения материальной 

точки при наличии нечетких граничных условий, ограничения на 

управление и заданного функционала. 

2.  Для частного случая успокоения материальной точки построе-

ны нечеткие фазовые траектории с использованием теории решения 

нечетких линейных систем. Показано, что этими траекториями явля-

ется семейство нечетких парабол. 

3. Для параметризованных функций принадлежностей нечетких 

граничных условий получены диапазоны их варьирования, которые 

обеспечивают «слабое/сильное» решение задачи о нечетком быстро-

действии. 
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