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Рассматривается задача терминального управления линейной нестационарной 

дискретной динамической системой с векторным управлением. На основе техники 

делителей нуля приведены условия получения единственного решения задачи тер-

минального управления, построено множество решений и описан подход к получе-

нию приближенного решения. 
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Рассмотрим линейную нестационарную дискретную динамическую 

MIMO-систему (MIMO — Multi Input Multi Output) следующего вида: 
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где n

k
x ∈�  — вектор состояния; x0 = 0; m

k
u ∈�  — вектор управле-

ния; �  — множество действительных чисел. 

Задача управления системой (1) по переводу ее траектории в со-

стояние 
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называется задачей терминального управления. 

Общая задача терминального управления была поставлена в 1948 г. 

А.А. Фельдбаумом [1]. Получаемое терминальное управление, как 

правило, представлено программным управлением. 

Исследование множества решений задачи терминального управ-

ления дискретной системой (1) сводится к анализу системы линей-

ных алгебраических уравнений 
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где 
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В [2] приведены результаты исследования задачи терминального 

управления. 

1. Решение задачи терминального управления (1) – (3) существует 

и единственно при следующих необходимых и достаточных условиях: 

 ( ) ( )T T

1 1 1
0, det 0

N N N
x Z W x W W

+ + +
= >� � , (7) 

где Z(Y) = I – Y 
+
Y — проекционная матрица; Y 

+
 — псевдообратная по 

Муру — Пенроузу матрица. При этом терминальное управление име-

ет вид 
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что в покомпонентном представлении можно записать так: 
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2. Необходимые и достаточные условия существования неедин-

ственного решения задачи терминального управления (1) – (3) имеют 

вид 
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при этом множество терминальных управлений следующее: 
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Здесь vk — произвольный m-мерный действительный вектор. 

3. В случае, когда решения задачи терминального управления  

(1) – (3) не существует и при этом минимум величины 
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достигается при единственном выборе управления 
k

u

�

, то необходи-

мые и достаточные условия для этого случая имеют вид 
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При этом 
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4. Если решение задачи терминального управления (1) – (3) не 

существует и при этом минимум величины 
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димые и достаточные условия для этого случая имеют вид 
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При этом множество терминальных управлений следующее: 
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Применяя подход к решению линейных матричных уравнений, 

описанный в [3], получим альтернативные приведенным выше 

утверждения. 

A. Решение задачи терминального управления (1)–(3) существует 

при следующих необходимых и достаточных условиях: 
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где 
1

L

N
W

⊥

+
 — левый делитель нуля (левый аннулятор) максимального 

ранга матрицы (4), т. е. 
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Для определенности в дальнейшем будем считать, что матрица 

1

L

N
W

⊥

+
 удовлетворяет условию ортогональности, т. е. 

 ( )
T

1 1

L L

N N
W W I

⊥ ⊥

+ +
= . (19) 

B. При выполнении условий существования решения задачи тер-

минального управления (17), (18) решение этой задачи имеет вид 

следующего множества: 
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где 
1N

W
+

+
 — псевдообратная по Муру — Пенроузу матрица; 
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R

N
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+
 — 

правый делитель нуля (правый аннулятор) максимального ранга мат-

рицы (4), т. е. 
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ϕ — произвольный вектор подходящей размерности. 

Решение задачи терминального управления имеет единственный 

вид, если и только если 
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Из (17) вытекает условие неразрешимости рассматриваемой зада-

чи терминального управления: 
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Для поиска приближенного решения в данном случае будем ис-

пользовать следующий подход [4]. 

Пусть для определенности 
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где β — некоторая ненулевая матрица, полученная в результате про-

изведения матрицы 
1

L

N
W

⊥

+
 и вектора x̃. Обратимся к выражению (24) и 

рассмотрим его как уравнение относительно вектора x̃. Тем самым, 

попытаемся выделить семейство «подходящих» правых частей си-

стемы (3), т. е. «подходящих» терминальных состояний динамиче-

ской системы (1). Разрешая (24) относительно вектора x̃, с учетом 

(19), получим множество векторов, удовлетворяющих (17), [3] 
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γ — произвольный вектор подходящей размерности. 

Воспользовавшись (25), (26) вместо (3), рассмотрим уравнение 
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Очевидно, что с учетом (24) уравнение (27) оказывается всегда 

разрешимым, поскольку 
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а множество его решений имеет аналогичный (20) вид 
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Минимизируя в том или ином смысле правую часть (28), полу-

чим множество приближенных решений [4] рассматриваемой задачи 

терминального управления. При этом частными случаями (28) явля-

ются формулы (13)
 

–
 

(16). Отметим также, что упрощение получен-

ных условий достигается при решении задачи терминального управ-

ления стационарной дискретной системой. В этом случае вместо (1) 

рассматривается дискретная динамическая система 
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где, в отличие от (1), матрицы A и B являются постоянными. 

Решение задачи терминального управления дискретной системой 

(29) сводится к решению системы линейных алгебраических уравне-

ний следующего вида: 
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Условие разрешимости задачи терминального управления (17) 

применительно к дискретной динамической системе (29) будет иметь 

вид [3] 
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Если N ≥ n, тогда условие разрешимости задачи терминального 

управления (31) сводится к условию полной управляемости дискрет-

ной системы (29), т. е. 
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или эквивалентно 
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где 

 
( )( ) ( )1

0 0 0

0 0

0 0

.
0 0

0 0 0

L

L L

L L n r n r n n r

L

L

L

B A

B B A

B B A
C

B

B A

B

⊥

⊥ ⊥

⊥ ⊥

− + − × −

⊥

⊥

⊥

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

�

�
�

� �

� � � �

�

 (34) 

При N < n и индексе управляемости дискретной системы (29) 

µ < n матрица (34) (ленточная матрица управляемости) имеет размеры 

 ( )( ) ( )µ 1 µ µ

µ

n n n n

C
− + − × −

∈� , (35) 

и для разрешимости задачи терминального управления достаточно 

выполнения условия 

 ( )µ 0
L

C
⊥

= . (36) 

При более жестком условии, когда число шагов N < µ, требование 

(31) остается в силе. 
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