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Рассматривается применение модального управления при наличии детерминиро-

ванных внешних возмущений к решению задачи управления угловым движением 

возвращаемого аппарата с посадочной твердотопливной двигательной установ-

кой на участке приземления при описании кинематических уравнений в углах Эйле-

ра — Крылова. Приведены примеры численного моделирования. 
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Введение. В настоящее время при посадке на Землю спускаемого 

аппарата (СА) с малым аэродинамическим качеством используют па-

рашютные системы, которые обеспечивают требуемые условия при-

земления. Другим способом, позволяющим осуществить мягкое при-

земление многоразовых транспортных космических систем, является 

применение посадочной твердотопливной двигательной установки 

(ПТДУ). В данном случае управление угловым движением возвраща-

емого аппарата (ВА) существенно отличается от управления СА в 

атмосфере до момента раскрытия парашютов. В силу особенностей 

ПТДУ успех приземления во многом зависит от того, насколько 

быстро после включения двигателя угловое положение ВА относи-

тельно посадочной площадки окажется близким к вертикальному. 

Построение такой ориентации необходимо для того, чтобы наиболее 

эффективно проводить управление траекторией снижения и гашение 

вертикальной скорости. В этом случае алгоритмы управления угло-

вым движением СА [1], используемые в настоящее время при спуске 

одноразовых кораблей, неприемлемы, поскольку они не обеспечива-

ют минимального времени переходного процесса (ПП) при про-

граммном развороте СА в атмосфере. Применение оптимального по 

быстродействию управления в реальном масштабе времени при 

наличии верхнего ограничения на абсолютную величину угловой 

скорости ВА, по мнению авторов, невозможно, так как современные 

радиационно стойкие бортовые цифровые вычислительные машины 

(БЦВМ) вряд ли смогут его реализовать. 
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Основополагающим фактом при синтезе законов управления яв-

ляется то, что ПТДУ можно отнести к классу дросселируемых двига-

телей и создаваемый вращающий момент регулируется в широких 

пределах. Учитывая данную особенность ПТДУ, для решения ука-

занной задачи будем использовать методы модального управления 

при наличии внешних возмущений с точным размещением полюсов 

[2], применив численный оптимизационный подход к поиску кон-

кретных значений полюсов, обеспечивающих минимальное время 

ПП при наличии верхнего ограничения на абсолютную величину уг-

ловой скорости ВА. Следует отметить, что полученный минимум яв-

ляется условным, а не абсолютным. 

1. Уравнения углового движения ВА. При описании углового 

движения ВА с ПТДУ на участке приземления используется несколь-

ко правых ортогональных систем координат. 

Инерциальная система координат (ИСК) Oиxиyиzи имеет начало в 

заданной расчетной точке посадки. Ось Oиxи направлена по местной 

вертикали вверх. Ось Oиyи лежит в горизонтальной плоскости и 

направлена на север по касательной к меридиану в расчетной точке 

посадки. 

Геометрическая система координат (ГСК) Oгxгyгzг ведет отсчет 

от полюсной точки лобового щита ВА. Ось Oгxг направлена вдоль 

продольной оси в сторону торцевого шпангоута. Ось Oгyг лежит в 

плоскости условной симметрии ВА, перпендикулярна оси Oгxг и 

направлена в сторону тангажного блока. 

Связанная система координат (ССК) Oсxсyсzс получена путем 

параллельного переноса ГСК в центр масс (ЦМ) ВА. 

ВА рассматривается как абсолютно твердое тело, обладающее 

осевой симметрией относительно своей продольной оси Oгxг. Дина-

мика углового движения такого тела описывается в ССК уравнения-

ми Эйлера [3] 

 ( )+ × = +
а у

Jω ω Jω M M� , (1.1) 

где J — матрица тензора инерции ВА, ω — вектор угловой скорости, 

Ma — аэродинамический момент, My — управляющий момент. Ки-

нематика углового движения может быть описана уравнениями в уг-

лах Крылова [4] 

 ( )= ⋅Θ G Θ ω� , (1.2) 

где Θ = [γ, ψ, ϑ]
T
 — обобщенный вектор углового положения, содер-

жащий угол крена γ, угол рысканья ψ и угол тангажа ϑ, а G(Θ) — 

матрица кинематических уравнений. Здесь и далее одна или несколь-

ко точек над символом переменной обозначают производную соот-

ветствующего порядка от данной функции по времени t. Конкретный 
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вид матрицы G(Θ) определяется последовательностью элементарных 

поворотов, задающих переход от ИСК к ССК. 

В общем случае имеется шесть возможных последовательностей 

элементарных поворотов [4]. Углы первого и третьего поворотов из-

меняются в диапазоне от –180° до +180°. Угол второго поворота ле-

жит в пределах от –90° до +90°. В данной работе принята последова-

тельность поворотов «рысканье — тангаж — крен», т. е. матрица ки-

нематических уравнений имеет вид 

 ( )

1, sin , 0

0, cos cos , sin

0, sin cos , cos

ϑ⎡ ⎤
⎢ ⎥= γ ϑ γ⎢ ⎥
⎢ ⎥− γ ϑ γ⎣ ⎦

G Θ . (1.3) 

Упрощенная бортовая модель аэродинамики ВА подразумевает, 

что аэродинамический момент можно рассчитать на основе принци-

пов стационарной аэродинамики [5], т. е. в зависимости только от 

углового положения и заданной центровки (положения ЦМ) ВА. 

Предполагается, что для любого угла атаки α известны не завися-

щие от угла собственного вращения ϕ значения коэффициентов 

нормальной и тангенциальной составляющих аэродинамической си-

лы Cn и Cτ, а также коэффициента аэродинамического момента mn 

относительно условного положения ЦМ ВА в ГСК (радиус-вектор 

r0). Зная реальное положение ЦМ ВА в ГСК (радиус-вектор r), 

можно определить вектор аэродинамического момента в проекциях 

на оси ССК по формулам 

 

( )
с с

с

с

2
sin cos

sin
2

cos

n y z

f

n z

n y

C r r

V
SL m r C

m r C

τ

τ

⎡ ⎤⋅ Δ φ + Δ φ
⎢ ⎥ρ
⎢ ⎥= ⋅ − φ + Δ
⎢ ⎥

− φ − Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

а
M , (1.4) 

где ρ — плотность атмосферы, Vf — модуль вектора скорости набегаю-

щего потока, S и L — характерные значения площади миделева сечения 

и длины ВА, 
с

n n x n
m m r C= + Δ  — приведенный коэффициент аэродина-

мического момента, 
с
x
rΔ , 

с
y
rΔ  и 

с
z
rΔ  — соответствующие проекции 

вектора относительной центровки Δr = (r0 – r)/L на оси ССК. 

Зависимость плотности атмосферы ρ от абсолютной высоты Habs 

над уровнем моря, согласно [6], описывается формулой 

 ( ) ( )2

abs 0 1 abs 2 abs
ρ ρ expH k H k H= ⋅ + , (1.5) 
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где ρ0 = 1,228 кг/м
3
 — стандартная плотность атмосферы на уровне 

моря, k1 = –0,090764 км
–1

 и k2 = –0,0020452 км
–2

 — параметры модели 

атмосферы. 

В рассматриваемой задаче зназчение Habs представляет собой 

сумму высоты посадочного полигона H0 = 0,3 км над уровнем моря и 

текущей высоты H < 2,5 км ЦМ ВА над поверхностью посадочного 

полигона. В этом случае зависимость (1.5) можно приближенно за-

менить линейной зависимостью 

 ( )ρ H kH b= +  (1.6) 

с параметрами k = –0,104 кг·км
–1

/м
3
 и b = 1,195 кг/м

3
 (рис. 1). 

 

км,H

3
к
г/

м
 ,

ρ

 

Рис. 1. Зависимость плотности атмосферы от высоты над по-

верхностью Земли 

 

Значения аэродинамических углов α∈[0°; 180°] и ϕ∈(–180°; 180°] 

однозначно определяются составляющими 
с

f xV , 
с

f yV  и 
с

 f zV  вектора 

скорости набегающего потока Vf в ССК согласно формулам 
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с

 

 с  
cos , sin , cos .

f x

f z f y

f

V
V V

V
α = ϕ = ϕ = −  (1.7) 

2. Линеаризация уравнений углового движения ВА. Перепи-

шем систему из динамических уравнений (1.1) и кинематических 

уравнений (1.2) в виде обобщенного векторно-матричного диффе-

ренциального уравнения 

 
( )

( ),

×

− −

⎡ ⎤⋅ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

3 3

у1 1

G Θ ω 0Θ
M

ω J M Θ ω J

�

�

, (2.1) 

для краткости обозначив символом M(Θ, ω) = Ma(Θ) + Mг(ω) сум-

марный момент нереактивных сил, действующих на ВА, символом 

Mг(ω) = (Jω)×ω — гироскопический момент, а 0n×m — нулевую мат-

рицу размером n×m. 

Объект (2.1) представляет собой нелинейную нестационарную 

систему автоматического регулирования (САР) с шестимерным век-

тором состояния xT
 = [Θ

T
, ω

T
] и трехмерным вектором управления 

u = My. Для синтеза алгоритма управления предлагается на каждом 

вычислительном такте БЦВМ в рамках одного такта считать данную 

САР линейной и стационарной в соответствии с нижеследующими 

допущениями. 

Положим, что в пределах одного такта длительностью h пара-

метры движения ЦМ (радиус-вектор R и вектор линейной скорости 

V в ИСК), а также параметры J и r, характеризующие распределе-

ние масс ВА, условно постоянны и соответствуют значениям, за-

фиксированным в начале текущего такта. Условимся значения соот-

ветствующих переменных величин в начале такта обозначать верх-

ней чертой. 

Пусть задана (получена по результатам измерений) величина век-

тора состояния в начале такта — T T T
[ , ]=x Θ ω . Осуществим лине-

аризацию системы (2.1) на такте вблизи положения x̅, приняв для 

матричных функций G(Θ) и M(Θ, ω) соответственно нулевое и пер-

вое приближения по Тейлору: 

   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

.

⎧ ≡⎪
⎨

′ ′= + ⋅ − + ⋅ −⎪⎩ Θ ω

G Θ G Θ

M Θ,ω M Θ,ω M Θ,ω Θ Θ M Θ,ω ω ω
(2.2) 

Здесь ( )′
Θ

M Θ,ω  и ( )′
ω

M Θ,ω  — значения матриц Якоби, содержа-

щих частные производные от функции M(Θ, ω) соответственно по 

аргументам Θ и ω, в точке с координатами ( )Θ,ω . 
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Подставив выражения (2.2) в (2.1), получим уравнение линейной 

стационарной САР, приближенно заменяющее систему (2.1) в рамках 

одного вычислительного такта: 

 = + +x Ax Bu Nξ� , (2.3) 

где A — матрица состояния размерности 6×6, B — матрица управле-

ния размерности 6×3, ξ — трехмерный вектор постоянных детерми-

нированных возмущений, N — матрица возмущений размерности 

6×3. Параметры линеаризованной модели (2.3) для текущего такта 

определяются следующим образом: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

.

× ×

−− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅′ ′ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= − ⋅ − ⋅′ ′

3 3 3 3

11 1

Θ ω

Θ ω

0 , G Θ 0
A B N

JJ M Θ,ω , J M Θ,ω

ξ M Θ,ω M Θ,ω Θ M Θ,ω ω

 (2.4) 

К системе (2.3) можно применить теорию модального управления 

при наличии постоянных детерминированных внешних возмущений. 

3. Модальное управление при постоянных детерминирован-
ных внешних возмущениях. Пусть объект, описываемый уравнени-

ем (2.3), на каждом такте подвержен детерминированному внешнему 

возмущению ξ(t) = const, и задан трехмерный вектор регулируемых 

переменных 

 ,=y Cx  (3.1) 

где C — заданная матрица регулируемых параметров размером 3×6, 

такая что 

 rank 9.

×

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦3 3

A, B

C, 0
 (3.2) 

Требуется найти управление u, при котором установившаяся 

ошибка по регулируемому вектору удовлетворяла бы условию 

lim ( ) 0
t

t
→∞

= =
уст

y y , а корни характеристического уравнения замкну-

той САР (ЗСАР) располагались бы заданным образом в плоскости 

корней. 

Для решения задачи введем новые переменные Δx = x – xуст и 

Δu = u – uуст, где xуст и uуст — установившиеся ошибки по векторам 

состояния и управления соответственно. Поскольку ẋуст = 0, из урав-

нения (2.3) следует, что Axуст + Buуст = –Nξ, а поскольку yуст = 0, то, 

согласно тождеству (3.1), Cxуст = 0. Таким образом, можно записать 

выражение для объединенного вектора установившихся ошибок: 
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−

× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

1

уст

уст 3 3 3 3

x A, B N
ξ

u C, 0 0
. (3.3) 

В новых переменных уравнение (2.3) приобретает вид 

 .Δ = Δ + Δx A x B u�  (3.4) 

Предположим, что некоторым образом найдено управление 

Δu = –KΔx с матрицей регулятора по состоянию K размерности 3×6, 

обеспечивающее требуемое расположение корней ЗСАР. Тогда, со-

гласно определению переменных Δx и Δu, очевидно, что u = 

= –Kx + (Kxуст + uуст), т. е., возвращаясь к прежним переменным, с 

учетом (3.4) можно получить искомое управление 

 [ ] .

−

× ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1

3

3 3 3 3

A, B N
u Kx K, E ξ

C, 0 0
 (3.5) 

Символом En обозначена единичная матрица порядка n. Отметим, 

что управление может быть вычислено по формуле (3.5) тогда и 

только тогда, когда выполняется соотношение (3.2). 

Применительно к рассматриваемой задаче об угловом движении 

ВА матрицы A, B и N, а также вектор ξ в формуле (3.5) определяются 

согласно (2.4), а матрица регулируемых параметров имеет вид 

C = [E3, 03×3]. Подставив указанные значения параметров в формулу 

(3.5) и проведя соответствующие расчеты в пакете символьных вы-

числений Symbolic Math Toolbox (среда MATLAB) [7], окончательно 

получим тождество 

 .= − −u ξ Kx  (3.6) 

Матрицу K, входящую в запись выражения (3.6), определим ме-

тодом точного размещения полюсов согласно алгоритму, изложен-

ному в [2]. 

4. Алгоритм точного размещения полюсов. Пусть задана ли-

нейная многомерная САР (3.4) с параметрами (2.4), вектором состоя-

ния 6
Δ ∈x �  и вектором управления 3

Δ ∈u � , где �  — множество 

действительных чисел. Из (2.4) видно, что ранг матрицы управления 
6 3×

∈B �  равен числу ее столбцов (входные сигналы линейно незави-

симы). Матрица состояния 6 6×
∈A �  заведомо неустойчива, посколь-

ку среди ее шести ( 1...6)=i  собственных значений в спектре 

( ) ( ){ }eig :   det 0
i i

= λ ∈ λ − =
6

A E A� ��  обязательно найдутся такие 

значения 
i

λ
~

 из множества комплексных чисел � , что Re 0
i

λ >� . 
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С помощью вышеназванного пакета символьных вычислений 

установлено, что rank[B, AB, …, F
5
B] = 6, т. е. САР (3.4) с парамет-

рами (2.4) полностью управляема согласно критерию Калмана. 

Требуется найти закон управления Δu = –KΔx, характеризуе-

мый матрицей регулятора по состоянию 3 6×
∈K � , такой, чтобы 

все шесть элементов λi спектра ЗСАР ( )eig − =A BK

( ){ }:   det 0
i i

= λ ∈ λ − + =
6

E A BK�  лежали в открытой левой полу-

плоскости на комплексной плоскости � , т. е. для любого i выполня-

лось неравенство Reλi < 0. 

Для решения поставленной задачи воспользуемся следующими 

матрицами: ⊥
B  — левый полуортогональный делитель нуля, +

B  — 

псевдообратная матрица Мура — Пенроуза [8], для которых, соот-

ветственно, выполняются соотношения 

( ) ( )

T

T T

, ,

, , , .

⊥ ⊥ ⊥

×

+ + + + + + + +

= =

= = = =

3 3 3
B B 0 B B E

BB B B B BB B B B B B BB BB

 

Введем в рассмотрение двухуровневую декомпозицию системы 

(3.4) по схеме, изложенной в [2], учитывая, что ранг каждой их вводи-

мых матриц B0 и B1 совпадает с соответствующим числом столбцов: 

нулевой уровень 

, ,= =
0 0

A A B B  

первый уровень 

T
, .

⊥ ⊥ ⊥
= =

1 0 0 0 1 0 0 0
A B A B B B A B  

Тогда требуемое управление, согласно [2], определится выражением 

 ( ) ( )+ ⊥ + ⊥
= = + ⋅ − ⋅ +

0 0 1 0 0 0 0 1 0
K K B K B A Φ B K B , (4.7) 

где + +

= −
1 1 1 1 1

K B A Φ B , а матрицы Φ0 и Φ1 удовлетворяют тождеству 

( ) ( ) ( )eig eig eig− =
0 1

A BK Φ Φ∪ , т. е. собственные значения матриц 

Φ0 и Φ1 являются корнями характеристического полинома ЗСАР 

det(λE6 – A + BK). 

Назначим три пары действительных (в том числе равных) либо 

комплексно-сопряженных чисел (λγ0, λγ1), (λψ0, λψ1), (λϑ0, λϑ1), обра-

зующих желаемый спектр ЗСАР, а матрицы Φ0 и Φ1 зададим такими, 

что eig(Φ0) = {λγ0, λψ0, λϑ0} и eig(Φ1) = {λγ1, λψ1, λϑ1}. На основании 

выражения (4.1) в MATLAB можно рассчитать матрицу регулятора 

по состоянию 
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 ( ) ( ) ( )−⎡ ⎤= + ⋅ +′ ′⎣ ⎦
1

Θ ω
K M Θ,ω QJ G Θ , M Θ,ω PJ , (4.8) 

где =
0 1

Q Φ Φ , ( )= − +
0 1

P Φ Φ . 

Подставив в формулу (3.6) значение K из (4.2), а также значение 

ξ из (2.4), и считая, что к началу каждого такта измерители могут 

обеспечивать БЦВМ информацией о векторе состояния, запишем вы-

ражение для искомого вектора управления в любой дискретный мо-

мент времени (с шагом h): 

 ( )( )−

= − − ⋅ ⋅ +
1

u M QJ G Θ Θ PJω . (4.9) 

Равенство (4.3) с учетом (1.2) может быть преобразовано к виду 

 ( ) ( )( )− −

= − − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
1 1

u M PJ G Θ Θ QJ G Θ Θ� . (4.10) 

Если принять матрицы Φ0 и Φ1 диагональными и положить, что в 

желаемом спектре ЗСАР имеются кратные корни λγ0 = λψ0 = λϑ0 = l0 и 

λγ1 = λψ1 = λϑ1 = l1, а числа l0 и l1 являются действительными или 

комплексно-сопряженными, то можно упростить формулу (4.4), а 

именно записать 

 ( ) ( )ΘΘΘGJMu
1

qp +⋅⋅−−=
−

� , (4.11) 

где p = –(l0 + l1) и q = l0l1 — параметры управления (действительные 

числа). 

Подставив (4.5) в (2.3) и условно продолжая считать, что на такте 

( ) ( ) const≡ =G Θ G Θ , получим векторное уравнение управляемого 

движения ВА 

 p q+ + =Θ Θ Θ 0�� � . (4.12) 

Данное линейное однородное дифференциальное уравнение 

(ЛОДУ) с постоянными коэффициентами описывает три подобных 

друг другу раздельных движения — по каналам крена, рысканья и 

тангажа. Таким образом, синтезирован развязывающий закон управ-

ления (4.5) по трем каналам углового движения. 

5. Оптимизация параметров управления по времени переход-
ного процесса. Для асимптотической устойчивости процесса, описы-

ваемого ЛОДУ (4.6) и соответствующим характеристическим поли-

номом l
2
 + pl +q, необходимо и достаточно, чтобы корни l0 и l1 распо-

лагались в левой полуплоскости на комплексной плоскости. Это 

условие, согласно критерию Гурвица, эквивалентно тому, что пара-

метры управления p и q должны быть строго положительными дей-

ствительными числами. 
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Далее будем рассматривать только тот канал управления (обо-

значим его θ), которому соответствует наибольшее по модулю 

начальное значение угла ( )0 0 0 0
max , ,θ = γ ψ ϑ . 

Поставим задачу для любых начальных значений угла 

θ0∈(0°; 180°] и угловой скорости [ ]0
15 / с; 15 / сθ ∈ − ° + °�  определить 

такие значения параметров управления p = popt и q = qopt, чтобы обес-

печить минимальную возможную длительность переходного процес-

са (ПП) TПП = TПП opt при условии 
max lim

θ ≤ θ + δ� � , где 
ПП

max
max ( )
t T

t
≤

θ = θ� � . 

Предельная угловая скорость 
lim

θ�  определяется порогом чувстви-

тельности бортовых измерительных приборов, а также возможностя-

ми человеческого организма. При этом допустимое превышение ско-

рости 
lim

θ�  может быть не более δ = 2…3 °/с. Примем 
lim

20 /сθ = °� , а 

критерием окончания ПП будем считать одновременное выполнение 

неравенств ( ) 0,057tθ ≤ °  и ( ) 0,057 / сtθ ≤ °�  для любого t ≥ TПП. 

Математическое моделирование процесса (4.6) в среде програм-

мирования Delphi показало, что область допустимых значений (ОДЗ) 

параметров p и q, при которых выполняется условие 
max lim

θ ≤ θ� � , 

ограничена тремя линиями: p ≡ 0, q ≡ 0 и q = qlim(p). При этом функ-

ция qlim(p) на всем диапазоне изменения аргумента p ≥ 0 определяется 

однозначно и близка к линейной функции. На рис. 2 показано, как 

строится ОДЗ параметров p и q на примере начальных условий 

θ0 = 60° и 
0

0θ =�  (при построении использовался графический редак-

тор среды MATLAB). 

 

p

q

p

q

гр
а
д
/с

 ,
m
a
x

θ�

 

Рис. 2. ОДЗ параметров управления при θ0 = 60° и 
0

0θ =�  
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Зная ОДЗ параметров управления и построив поверхность 

TПП(p, q), можно определить значения p = popt и q = qopt, при которых 

достигается минимальное время ПП TПП = TПП opt. В качестве примера 

это было проделано для рассмотренных ранее начальных условий 

θ0 = 60° и 
0

0.θ =�  Результаты приведены на рис. 3. 

p

(
)

с ,
П
П

p
,q

T

p

q

q

 
Рис. 3. Зависимость времени ПП от параметров управления при θ0 = 60°  

и 
0

0θ =�  

По итогам проведенных исследований для различных значений θ0 

и 
0

θ�  было установлено, что оптимальные значения параметров управ-

ления лежат на границе ОДЗ, а именно на кривой q = qlim(p). Функцио-

нальные зависимости TПП(p, qlim(p)) имеют единственный экстремум 

— минимум, соответствующий относительно небольшим значениям 

аргумента p (рис. 4). Это позволяет при отыскании точки минимума 

popt ограничить ОДЗ параметра p значением plim = 10. 
 

p

(
)

с ,
,

П
П

li
m

q
p

T

=θ
0

p

(
)

p
q
li
m

=θ
0

 

Рис. 4. Зависимости TПП(p, qlim(p)) при 
0

0θ =�  и различных значениях θ0 
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Графические зависимости, аналогичные приведенным на рис. 4, 

были построены для всех начальных значений угла θ0∈[20°; 180°]  

(с шагом 10°) и угловой скорости [ ]0
15 / с; 15 / сθ ∈ − ° + °�  (с шагом 

15 °/c). В результате определены значения popt и qopt с точностью до 

0,01 и получены функции popt(θ0), qopt(θ0) и TПП opt(θ0) для каждого из 

трех значений 
0

θ�  (рис. 5 и 6). Анализируя графики, представленные 

на рис. 5, нетрудно видеть, что при одной и той же величине θ0 опти-

мальные значения popt и qopt для различных величин 
0

θ�  практически 

не отличаются друг от друга. Это позволяет считать, что 

( ) ( )opt 0 0 opt 0, ,0p pθ θ ≈ θ�  и ( ) ( )opt 0 0 opt 0, ,0q qθ θ ≈ θ� . Таким образом, popt 

и qopt являются функциями только одного аргумента θ0: popt = popt(θ0) 

и qopt = qopt(θ0). На практике принятое приближение может привести 

лишь к тому, что наибольшее абсолютное значение угловой скорости 

в течение ПП несущественно (в пределах допустимого запаса) пре-

взойдет величину 
lim

θ .�  

 

 
 

Рис. 5. Оптимальные значения p и q при различных начальных условиях 

 

При малых начальных значениях угла θ0 < 20° величины popt и qopt 

согласно изложенной методике определить затруднительно, посколь-

ку в этих случаях отсутствует четко выраженный минимум у функ-

ции TПП(p, qlim(p)), вид которой показан на рис. 4. Но при таких 

начальных значениях угла время ПП (рис. 6) невелико: TПП < 3 с. По-

этому важность получения точного минимума по времени ПП значи-

тельно снижается. 

Далее будем аппроксимировать зависимости popt(θ0) и qopt(θ0) сте-

пенными полиномами по критерию наименьших квадратов. Прове-
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денные исследования (рис. 7) показали, что наименьшая степень по-

линома, который с приемлемой точностью аппроксимирует зависи-

мость popt(θ0), равна шести. При этом зависимость qopt(θ0) следует ап-

проксимировать полиномом более высокой (седьмой) степени, по-

скольку важно отразить малые изменения параметра qopt при значе-

ниях аргумента θ0 > 90° (это сильно сказывается на результирующей 

величине TПП). Полученные полиномы могут экстраполировать соот-

ветствующие зависимости на всю область определения θ0∈(0°; 180°]. 
 

 

 
 

Рис. 6. Оптимальные значения TПП при различных начальных условиях 

 

 

 
 

Рис. 7. Аппроксимация зависимостей popt(θ0) и qopt(θ0) различными  

полиномами 
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Таким образом, степенные функции, по которым оптимальные 

параметры управления p = popt и q = qopt могут быть рассчитаны на 

борту, имеют вид 

 ( ) ( )

7

06

0 6

05

0 5

04

0 4

03

opt 0 opt 00 3

02

0 2

0

0

0

0,5069
0,1717

6,8596
2,0498

38,5408
9,9069

11
24,8888 ,   

34,7234

26,6188

10,3685 1
1

p q

−⎡ ⎤θ
⎡ ⎤θ⎡ ⎤ ⎢ ⎥

θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −θ
⎢ ⎥⎢ ⎥ θ ⎢ ⎥

θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ = − θ =θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ
⎢ ⎥⎢ ⎥ θ⎢ ⎥

− θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

T

T

6,3190

203,5912

207,4218

115,5310

28,3869

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (5.1) 

6. Пример численного моделирования. Рассматривается мате-

матическая модель ВА, характеризуемая следующими параметрами: 

геометрические размеры L = 2,5 м и S = 4 м
2
, координаты ЦМ в ГСК 

rx = 2 м, ry = –0,25 м  и rz = 0, осевые моменты инерции в ССК 

Jx = 1400 кг·м
2
, Jy = 1600 кг·м

2
 и Jz = 1800 кг·м

2
. Номинальные аэро-

динамические характеристики ВА представлены на рис. 8. 
 

град,α град,α град ,α

n
C

τ
C

n
m

 
 

Рис. 8. Номинальные аэродинамические характеристики ВА 

 

В среде Delphi было смоделировано детерминированное угловое 

движение ВА, описываемое уравнениями (1.1) и (1.2) с использова-

нием матрицы G вида (1.3). Рассматривался спуск ВА c высоты 

2500 м над посадочной площадкой при отсутствии управления дви-

жением ЦМ. Вертикальная составляющая скорости (в ИСК) в 

начальный момент времени была принята равной –100 м/с. Полага-

лось, что номинальная модель аэродинамики соответствует реальным 

аэродинамическим воздействиям, а ветром можно пренебречь. Ис-

пользовался закон управления (4.5) с параметрами (5.1), причем 

наличие в (4.5) детерминированного возмущения обусловлено осо-

бенностями линеаризации и не учитывает других внешний воздей-
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ствий. Длительность вычислительного такта, совпадающего с тактом 

измерений, составляет 0,05 с. 
 

 
Рис. 9. Переходные процессы при развороте из начального угла θ0 = 80° 

 

 
 

Рис. 10. Переходные процессы при развороте из начального угла θ0 = 170° 

 

В результате для различных начальных условий, исключающих 

проявление эффекта «складывания рамок» [4], были получены ПП и 

оценено время приведения ориентации к заданному вертикальному 

положению (рис. 9, 10). Известно, что среднее время работы ПТДУ 

должно составлять порядка 25…40 с. Математическое моделирова-

ние показало, что максимальная длительность разворота по тангажу 

(начальный угол близок к 90°) не превышает 11…12 с (рис. 9), а по 

рысканью и крену (начальный угол близок к 180°) — 23…24 с  

(рис. 10). В реальных условиях начальные значения углов, как прави-

ло, существенно меньше предельно допустимых значений, следова-
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тельно, и время ПП окажется меньше полученной максимальной 

длительности разворотов. Таким образом, синтезированный закон 

управления (4.5) с параметрами (5.1) позволяет к моменту касания 

посадочными опорами ВА поверхности Земли обеспечить строго 

вертикальное угловое положение ВА при любых допустимых 

начальных значениях углов и угловых скоростей. 

Заключение. В работе с применением методов точного размеще-

ния полюсов и модального управления при наличии детерминиро-

ванных внешних возмущений решена задача минимизации времени 

переходного процесса при управлении угловым движением возвра-

щаемого аппарата с посадочной твердотопливной двигательной уста-

новкой на этапе приземления. Предложен способ поиска значений 

полюсов, обеспечивающих минимальное время переходного процес-

са при наличии верхнего ограничения на абсолютную величину уг-

ловой скорости аппарата. Получены приближенные эмпирические 

выражения, позволяющие для всех возможных начальных условий по 

углу и угловой скорости определять необходимые значения корней. 

В детерминированной постановке рассмотрен пример численного 

моделирования, который показал, что предлагаемый закон управле-

ния при любых начальных значениях угла и угловой скорости из до-

пустимого диапазона позволяет за время работы двигательной уста-

новки привести возвращаемый аппарат в вертикальное угловое по-

ложение и обеспечить безопасное касание аппаратом поверхности 

посадочного полигона. 
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